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Mathématiques Appliquées aux S.E.S.
Licence 2eme année - Joél Gaden
Chapitre 3

DIAGONALISATION D’UNE MATRICE

|. Matrice diagonale

1. Définition

Une matrice "diagonale” est une matrice carrée dont tous les éléments hors

diagonale sont obligatoirement nuls SANS QUE les éléments de la diagonale

le soient.

A = (aj) diagonale
1<i<n
<j<n
all 0 0
0 azp ... ... .
SSI A = 0 = diag (ai1,a2,...,am)
0 0 Ann

2. Intérét
Simplicité des calculs avec les matrices diagonales car:

i=n

o) detA = I_l a;— a;.dy...d,, — produit des termes diagonaux
=1

1/6111 0 cee 0
- 0 1 e
B A = 2 0 I suffit d’inverser les termes
0 cee 0 lam

diagonaux de A.

3. Exemple
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-1 00
Si A= 0 2 0 |alors|detA = (-1)(2)(3) = -6
0 03
/-1 0 O
avec |[A7! = 0 12 0
0 0 1/3

4. But

Si une matrice carrée apparait dans un calcul
alors nous chercherons, par un changement de base, a la

transformer en une matrice diagonale.

Il. Matrice diagonalisable

1. Définition

Une matrice carrée A est diagonalisable s’il existe
[June matrice carrée P inversible

(June matrice carrée diagonale D

telles que: |A = PDP™! ou AP = PD ou D = P"'AP

2. Conséquences

@) On dit que la matrice A est semblable a la matrice
diagonale D puisque AP = PD

B) La matrice P s’écrit avec les vecteurs colonnes (P, P,...,P,)
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At 0 ... 0

. L. A2
y) la matrice D s’écrit 0
0O ... 0 A,

8) AP =(AP1,AP,,...,AP,) et PD = (A1P1,22P2,...,AnP))
€) Il faut que les n égalités AP; = A4,P; soient toutes vérifiées.

3. Théoreme

Une matrice carrée A d’ordre n est diagonalisable
SS.L
il existe n vecteurs P, P,,...,P, linéairement indépendants de R"

et n nombres réels notés 1,,1,,...,4, tels que:

AP; = A;P; pour toutide 1 an

4. Remarque

Les n vecteurs P,,P,,....P, sont des vecteurs linéairement indépendants

de R” forment donc ils forment obligatoirement une base de R".

lll. Valeurs et vecteurs propres

1. Définition

Soit A une matrice carrée d’ordre n.
Un nombre réel 1 est appelé valeur propre de A

s’il existe un vecteur non nul de R” noté X = (x;,x2,...,x,)

vérifiant I’égalité matricielle: AX = AX ou encore (A — Al,)X = O,

en effet:
AX =X & AX-AX =0, (A-AM)X =0,
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2. Comment rechercher les valeurs propres ?

a) Il faut résoudre le systeme d’équations équivalent a I’équation

matricielle: | (A-AI)X =0,

B) Ce systeme homogene admet au moins la solution nulle ( 0,0,...,0)
MALIS il peut en plus admettre des solutions X non nulles....

y) Ce systeme homogeéne admet en plus des solutions X non nulles

SSI la matrice des coefficients (A — 11,) n’est pas inversible...

Cela revient a dire plus clairement:
<<le systeme homogéne admet des solutions non nulles SSI le déterminant de

la matrice des coefficients est nul >>
8) On en déduit qu’il faut résoudre I’équation matricielle

det(A —AI,) = 0 que I’on appelle "équation caractéristique"

3. Méthode pratique de recherche des valeurs propres

Les étapes successives de calculs sont toujours:
lére étape) écrire la matrice A — A/,

2eme étape) calculer le déterminant det(A — A/,) .

C’est le polynome P4 (1) associé a la matrice A
et appelé polynome caractéristique.
3eme étape) rechercher les racines de ce polynéme qui seront

appelées valeurs propres de la matrice A.
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4. Conséquence importante

Si la matrice carrée A est d’ ordre n
alors il y a au maximum n valeurs propres réelles

5. Exemples
Exemple 1
A:<1 5)
03
A = (1 5>—x<1 0)
0 3 0 1

1-4 5
0 3-2
1-4 5

0 3-21
=(1-)x@B-1-0x5= [(1-2)(3-A)

1-4 =0 A
@A-MB-2) =0 << ou << ou
3-2 =0 A

Il ya donc deux valeurs propres A; = 1 et A, =3

det(A —-AL) =

I
(O8]

Exemple 2
51
A =
(21 1)
A A= 5-1 1
21 1-2

det(A-AL) = 5-M)1-2)-21
Il est préférable de développer pour pouvoir calculer ensuite les racines...

det(A —AL) =5-5L—A+A2-21 = A2-6A - 16
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or A= (=6)2-4(1)(16) = 100 = 102

A, = 60 —g
alors det(A-A1) =0 & < ou 2

- 6-10 — _
L= &=

Il ya donc deux valeurs propres A, = 8 et A, = -2

Exemple 3
1o-1 1) -4 -1 1
A= -1 1 0 |avecA-ALL=| -1 1-1 0
0 0 1 / 0 0 1-2
1-2 -1 1
puisdetA-Al)=| -1 1-1 0
0 0 1-2
développons selon la derniére ligne...
1-1 -1

det(d =21) = (L=AD™ 07

= (1 =1 -1 = 2) = (=1)(-1)]
= (1 = A)[1 =21+ A*-1]

= AL = 1)1 —2)

Il y a trois valeurs propresréelles| (A1 =0; A, =1; A3 =2

6. Remarque ( pour les IDEA L2)

Dans I’ensemble C des nombres complexes, un polynome de degré n admet
exactement n racines...

1 1
par exemple si A = - )
-1 1
det(A —-AL,) =
( 2) o1oa

= (1-A)2-(-1D1) =A*-220+2
orA=(2)?-4x1x25-4<0]
Le polynome caractéristique P4(1) n’admet pas de racines réelles

MALIS il admet deux racines complexes conjuguées:

M o= 2E = l+ieth, = 22 =1-i= 1,
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7. Méthode de recherche pratique des vecteurs propres

Pour chaque valeur propre 4;, il faut rechercher les solutions éventuelles X

du systéme propre associé a I’équation matricielle propre | (A — 1,1,)X = O.

Remarquons que :

a) c’est un systeme homogene appelé systeme propre car il est lié a la valeur
propre A; .

B) il ne faut pas retenir la solution nulle car un vecteur propre n’a pas le droit
d’étre un vecteur nul par définition.

8. Exemple
I -1 1
Reprenons la matrice A = -1 1 0
0 0 1
1-1 -1 1
avec A — Al3 = -1 1-4 O
0 0 1-24

qui admet les trois valeurs propres réelles ., =0 ; A, =1 ; A3 = 2.

Pour chacune, il faut résoudre le systeme propre associé:

A-A1)X=0
1-4 -1 X 0
4 -1 1-4 O y |F| O
0 0 1-4 Z 0
(I1-A)x —1ly +lz =0
o< =lx  + (1-A1)y =0
(1-2)z =0
(1-2:)x -y +z =
<<+ (I-A)y =
(1-2)z =0
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pour A; =0

(A-AL)X =0 o AX = 0

Ve

x -y +z =0 X -y =0
oL =x  +y = oL =x  +y =0
z = z =
>
x = v =y
"9 Q{ z =0
¢ = 0
X
Un vecteur X =| y | estun vecteur propre associé a la valeur propre 0 s’il
Z
by 1
admet la forme X, = X =X 1 qqs le réel x non nul.
0 0
1
Choisissons le plus simple : |P; =
0
pour A, =1
(A-11)X =0
Ox -y +z =0 y =z x =0
= -x + Oy =0 < x =0 << vy =z
0z =0 0z =0 Z qque non nul
X
Un vecteur X =| y | estun vecteur propre associé a la valeur propre 0 s’il
Z
0 0
admet la forme X, = z =zl 1 qqs le réel z non nul.
Z 1
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0
Choisissons le plus simple : | P, =
1
pour Az = 2|
-lx -y +1z =0 X =-y
X ==
(A —klIn)X =0o —1x —ly =0 Pt X =-y @{ Oy
Z =
-1z =0 z =0
X
Un vecteur X =| y | estun vecteur propre associé a la valeur propre 0 s’il
_y _1
admet la forme X, = y =y 1 qqs le réel y non nul.
0 0
Il est possible de dire aussiy = - x d’ou
X 1
X, = —x =x| -1 qqs le réel x non nul.
0 0
1
Choisissons le plus simple: | P3 = -1
0

IV. Criteres de diagonalisation

1.Théoréme

Une matrice carrée d’ordre n est diagonalisable s’il existe n vecteurs propres

indépendants associés aux valeurs propres.

2.Remarque

Une valeur propre peut étre “multiple” donc avoir autant de vecteurs

propres indépendants associés que son ordre de multiplicité.
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3.Exemple
1 -1 1
A=| -1 1 0
0 0 1

admet les trois valeurs propres réelles distinctes A, =0 ; 1, =1 ; 13 = 2.
Comme ce sont des valeurs propres ’simples” et au nombre de trois, il y a

obligatoirement 3 vecteurs propres indépendants associés.

La matrice A est carrée d’ordre 3 et il existe une base de R> formée de 3
vecteurs propres alors:

3a) la matrice A est diagonalisable.

000
35) la matrice A est semblable a la matrice diagonale D = 0
0 2
1 0 1
3y) 1l existe une matrice P = 1 1 -1 carrée d’ordre 3 et inversible
01 0

telle que AP = PD.

V. Base des vecteurs propres et matrice P de
passage.

1.Théoréme

Lorsque A est diagonalisable, alors:

a) il existe une matrice P carrée inversible et une matrice D carrée

diagonale telles que |AP = PD ou encore A = PDP! |.

P) Les colonnes de P sont formées des vecteurs propres
y) ces vecteurs propres en colonnes sont dans le méme ordre

d’écriture que les valeurs propres associées sur la diagonale de D.
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2.Exemple (suite)

* On peut choisir d’écrire P = (P;,P2,P3) et D = diag(A1,12,13)

1 0 1 000
soit P = 1 1 -1 etD = 010
010 00 2
* Autre choix possible:
0 1 1 1 00
P = I -1 1 et D=1 020
1 0 O 000
* ou encore:
1 1 0 2 00
P = -1 1 1 et D= 0 0 0 |etc.
0 0 1 0 01

Remarquons qu’il suffit de permuter les 3 éléments, a chaque fois, de la

méme maniere dans P et D pour que ce soit une écriture juste.
Il y adonc 3! = 6 permutations possibles et différentes.

3.Exemple
10 1
SoitA=| 01 1
00 2

I-4 0 1
alors: det(A — Al) = 0 1-2 1
0 0 2-1
développons selon la 1 ére colonne:
1-1 1
2-1
Les valeurs propres sontdonc A; = 1,1, = 1,43 = 2.

det(A —AI) = (1-A)(-1)™*!

A-MA-H2-M

Soit encore: | SpecA={1,2,3 }

On dit que la valeur propre 1 est double et que la valeur propre 2 est simple.

Pour A = A, =11
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001 X 0
A-2X)=0<| 00 1 y |=| 0
0 01 Z 0

z =0
=
MAIS x ety quelconques
Cela signifie qu’il y a une double indétermination pour x et y.

Le sous-espace propre V; associé a la valeur propre 1, est un sous-espace

vectoriel de R? donc de dimension inférieure ou égale a 3.

Cherchons une base de ce sous-espace vectoriel.

Tout vecteur propre sera de la forme :

X X by 0
X=1vy |=] vy |- oy
Z 0 0 0
0
=x( 0 |[ty| 1 = |xP +yP,
0 0

Une base de V; est formée des vecteurs les plus simples possibles P, et P».

Nous dirons que V| est un sous-espace vectoriel de R’ de dimension 2 .

Cela se note .

On notera de la maniére suivante:
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1 0
Vi = Vect { 0o |, 1 } ou Vect{( I, 0, 0 ),( 0, 1, 0 )}
0
Pour A5 =2
-1 0 1 X
A-2X)=0 < 0 -1 1 y =
0O 0 O 0
-x+z =0
=N o |x=y=1z
_y+Z :0

Cela signifie qu’il y a une seule indétermination pour z.

Le sous-espace propre V, associé a la valeur propre 13 est donc un

sous-espace vectoriel de R? de dimension 1 noté .

En effet, il ne peut pas étre de dimension inférieure a1 ....
Cherchons une base de ce sous-espace vectoriel.

Tout vecteur propre sera de la forme :

X Z 1
X = y = z =z 1 zzP,;
z Z 1

La base la plus simple pour V; est donc formée de P5.

Nous écrirons: V, = Vect { 1 |} = Vect{(1,1,1)} et dimV, =1

Conséquences |:

a) Comme la matrice A est carrée d’ordre 3, qu’elle admet 3 vecteurs propres
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indépendants, alors elle est diagonalisable.

B) Les 3 vecteurs propres constituent une nouvelle base de I’e.v. R3.
y) On peut écrire:

1 0 1 1 0 1 100
AP=PD < A| 01 1 = 01 1 01 0
00 1 00 1 00 2

36) De plus, la matrice P est obligatoirement inversible.

On obtient alors:
AP =PD < APP ' = PDP' < AI = PDP! <|A = PDP!

Mais également:

AP=PD < P'AP=P'PD « P'AP=1ID « |[P'AP =D

4. Théoreme

Une matrice A carrée d’ordre n est diagonalisable

SSI: | > dimV(L) = dimR" = n = ordre de A

5.Exemple (suite)

Pour A = carrée d’ordre 3

=

0
1
0

N = =

nous avons trouvé: dimV; =2 et dimV, =1

alors |dimV, +dimV,; =2+ 1 =3 = dimR? = ordre de A

6.Exemple
2 2 1
A= 2 1 =2
1 2 -2
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admet les valeurs propres A, = 1, = =3 (double) et 13 = 3 (simple)

Vi = Veet { (1,1,1); (1,0,-1)} et Vg = Vect{(1,-2,1)}

dimV3) + dim Vg = 2+1 = 3 = dimR? = ordre de A

A est donc diagonalisable avec par exemple:

I 1 1 I 1 1 -3 0 O
AP=PD<A| 1 0 =2 |= 1 0 -2 0 -3 0
I -1 1 I -1 1 0 0 3

7. Théoreme

Une matrice carrée A d’ordre n possédant n valeurs propres distinctes

est obligatoirement diagonalisable.

( en effet, ces n valeurs propres distinctes sont associées a n vecteurs propres

indépendants...)

8.Exemple
Comme les calculs précédents I’ont montré:
1 -1 1
A= -1 1 0
0 0 1

admet les trois valeurs propres réelles ”” simples” et distinctes

/11:0;12:1;/13:2.
Comme elles sont simples et au nombre de trois, la matrice A est

obligatoirement diagonalisable.
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1 0 1
Nous avons choisi la matrice P = 11 -1
01 0
00O
avec D = 0 0
0 2

VI. Matrice réelle symétrique

1.Théoreme

Une matrice carrée A d’ ordre n est symétrique si et seulement si A =‘A. Elle
est alors obligatoirement diagonalisable et ses valeurs propres sont réelles.

2.Remarque

Cela est tres utile pour les matrices hessiennes dans I’optimisation...

3.Exemple
2 -1 0
A= -1 12 0 est symétrique dons diagonalisable.
0 0 52

Or: |det(A-Al)=0= ,1(% - - %)

Les valeurs propres sont donc réelles égales a (0 simple” et % ”double”

On peut associer :

1
a) le vecteur propre P, = 2 a la valeur propre ”0”.
0
-2 0
B) les vecteurs P, = | 1 et P3 =| 0 |alavaleur propre % "

0
On vérifie bien que:

ordre de A = 3 = dim R"= dim Vg + dim V),
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1 2 0 0 0 O
ainsi que AP = PDavecP=| 2 1 0 eeD=| 0 52 0
0 0 1 0 0 52

VII. Quelques applications de la diagonalisation

1.Calcul de la puissance k-iéme d’'une matrice diagonalisable

Lorsque A matrice carrée d’ordre n est diagonalisable

nous avons une matrice P carrée inversible et une matrice D carrée diagonale
telles que:

AP = PD & APP'= PDP's Al,= PDP ' A = PDP”!

Nous pouvons élever a la puissance k la matrice A car elle est carrée: il n’y a
pas d’incompatibilité de format...

Alors:

AF = AxAxAx .. xA avecKk facteurs "A”

Ak = (PDP7') x (PDP™') x (PDP') x...x(PDP™") avec k facteurs "PDP!"
AX = PD(P7'P)D(P'P)D(P™'P) x...x(P~'P)DP! avec k facteurs (P~ P)"
A*= PDIDIDL..... IDP™'

A*¥ = PDDD...DP™! avec k facteurs ”D”

soit| A* = PD'P ' aveck ON
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(2,0 000 )

0 4, 0 OO
et D'=| 0 0 0O0OO
0 o oo o

\O DDO}L”/

DE PLUS, lorsque A est inversible, on obtient la méme relation

pour une puissance entiere relative

A= PD*P! avec k O N

et en particulier |A'= PD'P"!

2. Exemple
-1 2
A =
Le spectre de A est formé des valeurs propres soit Spec A = {-2;1}.
Les valeurs propres sont réelles, distinctes, au nombre de deux comme I’ordre

de A donc la mtrice A est diagonalisable.

On trouve:

V= Vect ((1;1)) et V _,,= Vect ((-2;1))

(=2)

1 0 1 -2
A est alors semblable a la matrice D = ( 0 - ) avec P = ( . )
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1 2

On calcule alors P! = L
3\ -1 1

) par la méthode que I’on veut (! )

Nous pouvons ensuite écrire que:

pio [ 10 _ (10
0 (2* 0 (-2)f

d’ou: A‘= PD/P!

1 10 L1 12

11 0 (-2) 3\ -1 1

1 (-2)(-2) 1 2

1 (-2)* 3 -1 1

Ak L1 2\ [ 1 2
O3\ 1 (=2 -1 1

alors:

Ak _ l 1 - (_2)k+1 2+ (_2)k+1

ST 2+ ()

De plus, comme detA = -2 # 0, la matrice A est inversible. La formule

Ak =

A¥ =

précédente est donc vraie pour toute puissance d’ordre Kk entier relatif.

De plus: A™' = 1 1= (=2)7" 2+ (=2)"™!
. 1-(2)11 2+(=2)"

1=(2)° 2+ (2

At=1

S\ 1-()" 2+ ()
Al = 1 1-1 2+1

3\ 1-(-112) 2+ (-12)
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Als L 0 3
3\ 312 312
soit:
4l = 0 1
12 112

3.Calcul du déterminant d’'une matrice A diagonalisable

Comme A est diagonalisable, on a :

AP =PD < A = PDP!

alors, par associativité de la multiplication dans les réels:

detA = det(PDP™") = (detP)(detD)(detP') = (detP)(det P~")(det D)

mais: (detP)(detP™) = (detP)(ﬁ) =1

done: | detA = detD = Adods.. A, = |_,| A,

Viil. Théoreme de CAYLEY-HAMILTON

1.Théoreme

Si A est une matrice carrée diagonalisable associée au polynome
caractéristique P4(A) alors A vérifie I’équation caractéristique

ce qui donne P4(A) =0
Il faut alors remplacer:
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a) AparA

B) les A* par A¥

y) la constante réelle ¢ par la matrice cI,, dans le polynéme
caractéristique P4 (1).

2.Exemple
1 -1 1
A= -1 1 0
0 0 1

Le polyndme caractéristique est P,(1) = -13 + 312 - 21

L’équation caractéristique est P4(1) = 0 soit | -3 +312-21=0

Elle est vérifiée par la matrice A donc:

P4(A) = 0 ou encore | —A’+3A%-2A = O,

Nous pouvons alors obtenir:

-A’+3A%-2A = 0, A(-A*43A-21) = O,

Mais cependant, faites ATTENTION:

un produit de matrices peut étre nul sans que I’une des matrices soit nulle.

L’ égalité précédente ne signifie pas que A est nulle...et pour cause ! ! !
3.Calcul de la puissance de A ou, si elle existe de A™!

Le théoreme peut également servir lorsque A est diagonalisable...

Voyons cela sur la suite de I’exemple précédent.
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I -11
A=l -11 0
0 0 1

d’aprés le théoréme de Cayley-Hamilton: | P4(A) = —A°+3A%-2A
a) Considérons P,(1) = —-1° + 312 — 21 et utilisons le pour diviser A*

2z

Par définition de la division polynémiale, le dividende est de degré ”3”

alors le reste est de degré inférieur donc au maximum 2.

soit | AF = (=A3 +34%2-21)Q(A) +aA> +bA + ¢
B) Il faut déterminer Q(4), a, b, ¢ par la division euclidienne

OU bien en donnant a 1 les différentes valeurs simples

qui annulent le polyndome caractéristique.

Comme les valeurs propres 0, 1, 2 annulent P4(1).

Utilisons les pour obtenir le systeme: 1 = a+b+c

2k = 4q+2b+c

La solution est:

a=2—-1:p==2K142: (=0

Nous pouvons alors écrire que:
A= (A7 +322 - 20)0(A) + @K = 1)A% + (21 +2)4

o M=Ps0) x Q) + X -1)AZ+(2K1+2)A
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D’apres le théoréeme de Cayley-Hamilton, la matrice A annule P4(1), alors:

A¥= P,4(A) x Q(A) + 2F1-1)A2+(2"1+2)A

ou encore Ak = @K1 = DA2 + (2K +2)A

Il est possible alors de calculer par exemple:
Ad= 23-DA2+(-23142)A = 34724

ou toute autre puissance de A a partir des seules matrices A et A2,
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