Applications linéaires, matrices, déterminants Pascal Lainé

Applications linéaires, matrices, déterminants

Exercice 1.
Soitu: R3 —» R? définie pour touk = (x4, x,,x3) € R3 par
u(x) = (g + x5 + x3,2x1 + x5 — X3)
1. Montrer queu est linéaire.
2. Déterminerker(u).
Allez a: Correction exercice 1

Exercice 2.
Soit f: R3 —» R? définie par
fC,v,z2)=(x+y+2z,—x+2y+22)
On appelled = (e, e,, e5) la base canonique @& etp’ = (f4, f>) la base canonique ®.
1. Montrer quef est une application linéaire.
2. Donner une base et la dimensiorkde(f) et une base et la dimensionide(f).
Allez a: Correction exercice 2

Exercice 3.
Soit f: R® —» R? définie pour tout vecteur = (x,y,z) € R3 par :
fwW =((2x+y+z,x—-2y+2)
1. Montrer quef est une application linéaire.
2. Donner une base der(f), en déduirdim(Im(f)).
3. Donner une base deu(f).
Allez a: Correction exercice 3

Exercice 4.
On considére I’application h: R? —» R? définie par
h(x,y) = (x —y,—3x + 3y)
1. Montrer queh est une application linéaire.
2. Montrer queh est ni injective ni surjective.
3. Donner une base de son noyau et une base de son image.
Allez a: Correction exercice 4

Exercice 5.
Soit f ’application linéaire f: R3 —» R3 définie par :
f(x1, 20, x3) = (31 — X3, 221 + x5 — 3x3, =X + 2%3)
Et soit(ey, e,, e3) la base canonique &.
1. Calculerf(ey), f(ey) etf(es).
2. Déterminer les coordonnées fig,), f(e,) etf(e3) dans la base canonique.
3. Calculer une base der(f) et une base den(f).
Allez a: Correction exercice 5

Exercice 6.
Soit f: R® —» R3 définie pour tout vecteur = (x,y,z) € R3 par :
fw)=(2x+y+zx—-2y+z,x+y—22)
1. Montrer quef est une application linéaire.
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2. Donner une base der(f), en déduirelim(Im(f)).
3. Donner une base dex(f).
Allez a: Correction exercice 6

Exercice 7.
SoitB = (eq, e,, e3)
Soit f: R® —» R3 I’application linéaire définie pour tout u = (x,y,z) € R3 par :
f(u) = (6x —4y —4z,5x —3y —4z,x — y)
1. Montrer qu’il existe un vecteur a € R3, non nul, tel quéer(f) = Vect(a), déterminer un vecteur qui
convient.
2. Soith =e; + e, etc =e, — e
a. Calculerf(b) etf(c)
b. En déduire québ, c} est une base dew(f).
On pourra utiliser une autre méthode.
3. Déterminer une ou plusieurs équations caractérisafyf).
4. A-t-onker(f) ®Im(f) =R3?
Allez a: Correction exercice 7

Exercice 8.
SoitB = (ey, e, €3, €,) la base canonique @& etB’ = (f, f>, f3) la base canonique @&.
Soitu: R* - R3 une application linéaire définie par
u(e)) = fi— f2 + 2f3; u(ex) = 2f1 + f, — 3fz;ule3) =3f1 — f3 et uley) = —f1 — 2f, +5f3
1. Déterminer I’image par u dans vecteurs = (x,, x,, X3, X4)
2. Déterminer une base #ter(u) et sa dimension deer(u).
3. Déterminer une base dei(u) et sa dimension.
Allez a: Correction exercice 8

Exercice 9.
Soitu: R* — R* I’application définie pour tout x = (xq, X5, x3,%,) € R* par :
ulx) = (g — x5 +x3,0,x; + x5 — X3 + X4,%4)
SoitE = {(x1, x5, x3,%4) € R, x; + x, — x5 + x4 = 0}
1. Donner une base der(u) et sa dimension.
2. Donner une base (La plus simple possible}mdéu) et sa dimension.
3. A-t-onker(u) ®Im(u) = R*?
4. Montrer queE est un sous-espace vectorielRfe en donner une base et sa dimension.
5. A-t-onker(u) ®E = R*?
Allez a: Correction exercice 9

Exercice 10.
On appelled = (ey, e,, €3, e,) la base canonique .
Soitu: R* - R* qui, & un vecteur = (x4, x,, x3,x,) € R* associe le vecteur(x) € R* définit par :
u(x) = (x; — x5 + 2x3 + 2x4, %1 + 2x5 — X3 + 2X4, —X1 + Xy — 2X3 — 2X4, —X1 + Xp — X3 — X4)
On admettra que est une application linéaire.
1. Déterminer une base du noyaude
2. Déterminer une base de I’image de u.
3. Déterminer une ou plusieurs équations caractérisatt).
Allez a: Correction exercice 10
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Exercice 11.
Soit f un endomorphisme dg® dont l'image de la base canonigfie- (e, e,, e3) est :
f(e1) = —7e, — 6e,
f(ez) = 8ey +7e,
f(e3) = 6e; + 6e, — e3
1. Pour tout vecteut = x;e; + x,e, + x3e; déterminerf o f(x).
2. En déduire qu¢ est inversible (c'est-a-dire bijective) et détermifiet.
Allez a: Correction exercice 11

Exercice 12.
Soit f: R* » R* définie pour toufx, y, z, t) € R* par
fl,y,z,t) =(x—2y,x—2y,00x—y—z—1t)
1. Montrer quef est une application linéaire.
2. Déterminer le noyau et I’image de f.
3. A-t-onker(f) ® Im(f) =R*?
Allez a: Correction exercice 12

Exercice 13.
Soit I’application f: R* — R3 définie pour toutt = (x,y,z,t) € R* par :
f,y,z,t) =(x+y,z+t,x+y+z+1t)
1. Montrer quef est une application linéaire.
2. Déterminer une base der(f).
3. Déterminer une base dmu(f).
Allez a: Correction exercice 13

Exercice 14.
Soitu: R® - R3 lapplication définie par :
u(xq, x5, x3) = (—2x1 + 4xy + 4x3, —x1 + X3, —2x1 + 4x, + 4x3)
1. Montrer queu est linéaire.
2. Déterminer une base dter(u) et une base den(u).
3. At-onker(u) @ Im(u) =R3?
Allez a: Correction exercice 14

Exercice 15.
Soit B = (e, €5, e3) la base canonique &
Soitu un endomorphisme de® défini par :
u(e;) = 2e; + e, +3e3; uley) =e, —3es; ulez) = —2e, + 2eg
1. Soitx = (x;,x,,x3) € R3 un vecteur.
Déterminer I’image par u du vecteur. (Calculeru(x)).
2. SoientE = {x € R3,u(x) = 2x} etF = {x € R3, u(x) = —x}
Montrer queE et F sont des sous-espaces vectorielRéle
3. Déterminer une base deet une base de.
4. Y a-til EOF = R3 ?
Allez a: Correction exercice 15

Exercice 16.
Soit (e, e, €3) la base canonique @&
Soit f: R® - R3 ’application linéaire telle que :
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6.

f(el) = _éel +§ez +§e3 =§(—el + 262 + 293),f(€2) =§el _§62 +§e3 :§(231 - 62 + 263) et

2 2 1 1
f(e3) = 61 tse—ce3 = 5(291 + 2e; — e3)

SoientE_; = {u € R?®| f(u) = —u} etE; = (u € R®| f(w) = u}

Montrer queE_; et E; sont des sous-espaces vectorielRéle

Montrer quee; — e, ete; — e; appartiennent &_; et quee; + e, + e; appartient aE;.
Que peut-on en déduire sur les dimensionk_deet deE; ?

Déterminert_; N E;.

A-t-onE_, @ E; = R3?

Calculerf? = f o f et en déduire qug est bijective et détermingr!.

Allez a: Correction exercice 16

Exercice 17.
Soit B = (e, €5, e3) la base canonique &
Soient
1 1 1
a= 5(2, -2,1);b = 3 (2,1,-2);c = 3 (1,2,2)

Soitp’ = (a, b, c)
Soitu I’endomorphisme de R3 définie par :

1.
2.
3.

u(e;) =3e; +e, —e;
u(ey) = e+ 7e,
u(es) = —e; — e3

Montrer queB’ est une base de>.
Soitx = (x4, x,, x3) € R3, calculeru(x).
Montrer que :
u(a) = 3a — 3¢
u(b) = 3b + 3c
u(c) = -3a+3b+ 3c

Allez a: Correction exercice 17

Exercice 18.
Soitp I’application de R® dansR3 qui a tout vecteun = (x, y, z) associe le vecteur

p(u)=Rx+y+2zy,—x—y—2z)

Soit (ey, e,, e3) la base canonique @. On notep? = p o p.

1.
2.

3.

4.

Montrer quep est une application linéaire.

Calculerp(e,), p(e,) etp(es), puisp?(e,), p?(e,) etp?(e;), que peut-on en déduire safi(u) pour
toutu € R3 ?

Donner une base dei(p) et une base der(p — Id), montrer que ces deux espaces vectoriels sont
€gaux.

Montrer queker(p) @ Im(p) = R3

Allez a: Correction exercice 18

Exercice 19.

Soit E un espace vectoriel. Sgitun endomorphisme detel quef2 = f o f = Idj.
On poset; = ker(f — Idg) etE, = ker(f + Idg)

1. Soitx, € E; etx, € E,. Calculerf(x;) et f(x,).

_f@+x  f)-x

2. Pour toutx € E écrirex = . 2 et montrer qué; @ E, = E
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3. On suppose qui est de dimension finie et qfe# +I1dg. Soit(v,, v, ..., v,) une base dE telle que:
E, =Vect(vy, ..., ) €tE, = Vect(v,44, ..., ) Calculerf(v;) dans la basév,, vy, ..., v,).
Allez a: Correction exercice 19

Exercice 20.
Soitf = (ey, e,) la base canonique . Soitu un endomorphisme d&? tel queu(e;) = e; + e, et tel
guedim(ker(u)) =1
1. Détermineru(e,) en fonction d’un paramétre a € R.
2. Déterminer I’image d’un vecteur x = (x4, x,) € R en fonction dex.
3. Déterminer une base du noyaukade(u).
Allez a: Correction exercice 20

Exercice 21.
Soit f: R* - R I’application définie pour tout x = (x4, x5, X3, x4) € R* par
fx) =x1+x +x3+ x4
On appelled = (eq, e,, e3,e,4) la base canonique .
1. Calculer les images des vecteurs de la base canoniqfie padéduire la dimension da(f).
2. Déterminer la dimension deer(f) et en donner une base.
Allez a: Correction exercice 21

Exercice 22.
Soitu I’application de R™ dansR définie pour touk = (x4, x5, ..., x,,) par :
ulx) =x;+x,+ -+ x,
1. Montrer queu est une application linéaire.
2. Déterminer les dimensions @ (u) et deker(u).
Allez a: Correction exercice 22

Exercice 23.
Soitu une application linéaire dé dansk, E étant un espace vectoriel de dimensicavecn pair.
Montrer que les deux assertions suivantes sont équivalentes
(a)u? = 0y (00 O est I’application linéaire nulle) et n = 2 dim(]m(u))
(b) Im(u) = ker(u)
Allez a: Correction exercice 23

Exercice 24.
Question de cours

Soitu une application linéaire d& verskE.

Montrer que :u est injective si et seulementksir(u) = {0z}
Allez a: Correction exercice 24

Exercice 25.
Soitu: E — E une application linéaire étun réel.
1. SoitE; = ker(u — Aidg). Calculeru(x) pourx € Ej
Montrer que est un sous-espace vectoridi de
2. SoitF c E un sous-espace vectoriel Eemontrer quet(F) est un sous-espace vectorielile
3. SiA # 0, montrer quew(E,) = E;
Allez a: Correction exercice 25
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Exercice 26.
SoientE et F deux espaces vectoriels de dimension respectietp
Soitu: E — F une application linéaire
1. Montrer que sh < p alorsu n’est pas surjective.
2. Montrer que sh > p alorsu n’est pas injective.
Allez a: Correction exercice 26

Exercice 27.
Soitf: E - F une application linéaire
Montrer que :

ker(f) nim(f) = f(ker(f*))

Allez a: Correction exercice 27

Exercice 28.
Soientf et g deux endomorphisme d&. Montrer que

fker(g ° f)) = ker(g) n Im(f)

Allez a: Correction exercice 28

Exercice 29.
Soitu un endomorphisme d&un espace vectoriel.
1. Montrer queker(u) c ker(u?).
2. Montrer queim(u?) c Im(w).

Allez a: Correction exercice 29

Exercice 30.
Soitu un endomorphisme d& un espace vectoriel.
Montrer que les assertions suivantes sont equivalentes
(i) ker(u) Nnim(u) = {0z}
(i) ker(u) = ker(u o u)
Allez &: Correction exercice 30

Exercice 31.

Pascal Lainé

Soitu: R? —» R4, une application linéaire, = (ey, ..., e,) la base canonique ®® etf = (f;,...,f3) la

base canonique dg4.

1. p=3,q=2
u(ey) = fi+2f;,ulez) = 2f; — fretules) = —fi+ £,
a) Déterminer I’image d’un vecteur x = (x4, X, X3) paru.
b) Déterminer la matrice de de la base dans la basg.

c) Déterminer le noyau et I’'image de u.
2. p =3 etq = 3, dans cette questien= f

u(e;) = 3e; + 2e, + 2e3, u(e,) = 2e; + 3e, + 2e; etu(e;) = 2e; + 2e, + 3e;

a) Déterminer I’'image d’un vecteur x = (xq, x5, X3) paru.
b) Déterminer la matrice de de la base dans la base.

c) Déterminer le noyau et I’'image de u.
Allez a: Correction exercice 31

Exercice 32.
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Soitu: R? - RY, une application linéaire, = (e, ..., e,) la base canonique ®® etf = (f3,...,fg) la

base canonique d&.
1. p=2,q=3

1 0
A=Mat,;(u) =|-1 2
B 1 1

a) Déterminer I’image d’un vecteur x = (x4, x,) paru.
b) Déterminer I’image de la base e (c’est-a-direu(e;) etu(ey)).
c) Déterminer le noyau et I’image de u.
2. p =4,q = 4, dans cette questien= f
1 0 2 -1

-1 2 0 -1
A= Matg[(u) =\ { 21 1 o
2 3 7 =5

a) Déterminer I’'image d’un vecteur x = (xq, x5, X3, X4) paru.
b) Déterminer I’image de la base e (c’est-a-direu(e;), u(ey), u(es) etu(e,) ).
c) Déterminer le noyau et I’image de u.

Allez a: Correction exercice 32

Exercice 33.
Soitu: R? —» RY, une application linéaire, = (ey, ..., e,) la base canonique ®® etf = (f;,...,f3) la
base canonique dr9.
1. p = 3 etq = 3 dans cette questian= f. Soitx = (x;, x5, x3) € R3
u(x) = (x1 + x5, 2x1 — x3,3%1 + x5 — Xx3)
(On admet que est une application linéaire).
a) Déterminer I’image de la base e (c’est-a-direu(e;), u(e,), etu(es) ).
b) Déterminer la matrice de de la base dans la base.
c) Déterminer le noyau et I’image de u.
2. p = 3 etq = 3 dans cette questian= f. Soitx = (x,x,, x3) € R3
u(x) = (X1 + x2,%1 + %2, %1 + x3)
(On admet qua est une application linéaire).
a) Déterminer I’image de la base e (c’est-a-direu(e,), u(e,), etu(es) ).
b) Déterminer la matrice de de la base dans la base.
c) Déterminer le noyau et I’image de u.
Allez a: Correction exercice 33

Exercice 34.
Soit f: R* > R3 ’application linéaire dont la matrice dans les base canonique de R* etR3 est

1 2 1 3
A=(1 1 2 1
1 -2 5 -11

1. Déterminer une base du noyaufle
2. Déterminer une base de I’image de f. Quel est le rang dé ?
Allez &: Correction exercice 34

Exercice 35.
Déterminer le rang de la matrice
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1 1
2 1
A= 1 1
2 1
Allez a: Correction exercice 35
Exercice 36.
13 -8
Soit la matriced de définiepard =12 -7
6 —4

[T

—12
—12
-5

(SR NS RGN

)

1. Montrer qued est inversible et calculer son inverse!.

2. En déduiredA™, pour toutn entier.
Allez a: Correction exercice 36

Exercice 37.

0 1 1
Soit A la matrice de définie pa: = (1 0 1)

1 1 0
CalculerA?.

wn e

En déduired™1.
4. Retrouverd™! par une autre méthode.
Allez a: Correction exercice 37

Exercice 38.

(1 0 0)

SoitA=10 0 1

0O -1 0
1. Calculerd? etA3. Calculerd® — A2+ A —1.
2. ExprimerA~! en fonction ded?, A et].
3. ExprimerA* en fonction de1?, A et].

Allez a: Correction exercice 38

Exercice 39.
SoitA la matrice

Trouver un polynéme de degré 2 tel que(4) = 0.

0

3
A=|-1 3
-1 1

1
-2
0

)

[ SR

Pascal Lainé

Calculer(A4 — 2I)3, puis en déduire qué est inversible et détermindr?! en fonction dd, A et deA?.

Allez a: Correction exercice 39

Exercice 40.

A tout nombre réet on associe la matriceM (t) =

(

ch(t)
sh(t)

1. Calculer le produit des matricéf(t,) et(t,), out; ett, sont deux réels quelconques.

2. Montrer queM (t) est inversible, et détermingf1(¢).

Allez a: Correction exercice 40

Exercice 41.
Soit B = (eq, e,, e3) la base canonique &

Soitu: R - R3 ’endomorphisme de R3 dont la matrice dans la base canonique est

8
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1 2 -2
A=(2 1 =2
2 2 -3

Montrer queE; = {x € R3,u(x) = x} est un sous-espace vectorielRfedont on donnera une base
Soientb = (0,1,1) etc = (1,1,2) deux vecteurs dR3. Calculeru(b) etu(c).
Montrer queB’ = (a, b, c) est une base de3.
Déterminer la matrice de passayeep ap’.
CalculerP™1.
Déterminer la matric® deu dans la basg’.
7. Donner la relation entré, P et D.
Allez a: Correction exercice 41

o0k wbhE

Exercice 42.
Soit f une application d&R? dansR? définie par :f (x;,x;) = (x; — x, %, + x,) €t = (eg, e;) la
base canonique dg?.
1. Montrer quef est un endomorphisme @&.
Déterminer la matricd def dans la basg.

N

a) Déterminer le noyau et I'image e
b) En déduire qu¢ est inversible.
c) Déterminerf~! dans la basg, en déduired™?.
4. Montrer qued = RH.
OUH est la matrice d'une homothétie dont on donnera le rapprestla matrice d'une rotation dont
on donnera l'angle.
Soienta = e; + e, eth = e; — e, deux vecteurs dR?. On poses’ = (a, b).
5. Montrer ques’ = (a, b) est une base d&?.
6. Calculerf(a) etf(b).
7. Déterminer la matrice dé dans la basg'.
Allez a: Correction exercice 42

Exercice 43.
Soit B = (eq, e,, e3) la base canonique @.
Soitu I’endomorphisme de R® dont la matrice dans la base canonique est :

1 4 4
A=|-1 -3 =3
0 2 3

Soienta = e; — e, + e3, b = 2e; — e, + e; etc = 2e; — 2e, + e; trois vecteurs d&3
Montrer queB’ = (a, b, c) est une base de>.

Déterminer la matrice de passaeep ap’. CalculerP™1,

Déterminer la matric& deu dans la basg’.

N .

a) CalculerP~1AP en fonction deR

b) Calculerr*

c) En déduire les valeurs dg™.
Allez a: Correction exercice 43

Exercice 44.
Soit B = (ey, e,, e3) la base canonique 2.
Soitu une application linéaire de3® dansR3 définie par :

9
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u(e;) = —3eq + 2e, — 4ey
u(ey) = e, —e, + 2e5
u(es) = 4e; — 2e, + 5ey

1. Déterminer la matrice de dans la base canonique.

2. Montrer queE = {x € R3,u(x) = x} est un sous-espace vectorielRfe Montrer que la dimension de
E estl et donner un vecteur non nudeE.

3. Montrer que F = {(x;,%5,x3) € R3, —2x; + 2x, + 3x3 = 0} est un sous-espace vectoriel BE.
Donner une bas@, ¢) deF.

4. Montrer queB’ = (a, b,u(b)) est une base d&®.

5. Montrer queE @ F = R3.

6. Déterminer la matric& deu dans la basg’.

Allez a: Correction exercice 44

Exercice 45.
Soit B = (eq, e,, e3) la base canonique .
Soitu ’application linéaire qui a un vecteur x = (x, x5, x3) € R3 associe le vecteur
u(x) = (xy — 2x3, 2% — x5 + 4x5, %1 — X5 + 3x3)
Déterminer la matricd deu dans la base canonique.
Déterminer une bade, b) deker(u — Id).
Donner un vecteur tel queker(u) = vect(c).
Montrer queB’ = (a, b, c) est une base de3.
Déterminer la matric® deu dans la basg’.
Montrer queim(u) = ker(u — Id)
7. Montrer queker(u) @ Im(u) = R3.
Allez a: Correction exercice 45

ok ownE

Exercice 46.
Soitu I’endomorphisme de R3 défini pour toutc = (x4, x5, x3) par
u(x) = (—10x; + 3x, + 15x35, —2x; + 3x3, —6x1 + 2x, + 9x3)

Déterminer la matricd deu dans la base canonique R&.
Déterminer la dimension du noyau et de I’image de u. On donnera un vecteur directeudeker(u).
A-t-on ker(uw) @ Im(u) = R3 ?
Déterminer un vecteur tel quea = u(b).
Montrer queF_; = {x € R3,u(x) = —x} est un sous-espace vectorielRfg déterminer un vecteur
directeur deE_; que I’on notera c.

6. Montrer ques’ = (a, b, ¢) est une base d&3.

7. Déterminer la matricd’ deu dans la basg’ et donner la relation reliadtet A’.
Allez a: Correction exercice 46

ok wnE

Exercice 47.
Soit B = (eq, e,, €3, e,4) la base canonique .
-6 -3 0 6
Soitf I'endomorphisme dR* dont la matrice par rapport a la bgsest :4 = 8 (3) _03 _36
0 0 0 0

SoitB’ = (a, b, ¢, d) une famille deR* définie par :
a=e —ey;,b=e —e,—e3,c=2e —2e, +e;+e,etd = —e; + 2e,
1. Montrer queB’ = (a, b, c,d) est une base de*.
2. Calculerf(a), f(b), f(c) etf(d) et les exprimer dans la bgg&e= (a, b, ¢, d).

10
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3. Déterminer la matrice dé dans la basg'.
Allez a: Correction exercice 47

Exercice 48.

hwh e

5.

Soit B = (ey, e,, €3, e4) la base canonique .
Soitu un endomorphisme d&* dont la matrice dans la base canonique est
-3 -2 3 0
3 1 -3 -1
1 0 -1 -1
-1 -1 2 -1

A=

On pose :

a=(-110,-1),b=(1,-2,-1,1),¢c = (-23,1,—-1) etd = (2,—1,0,1)
Montrer queB’ = (a, b, ¢, d) est une base d&’.

Donner la matrice de passa@elep ap’. CalculerP™1.

Calculeru(a), u(b), u(c) etu(d) dans la basg'.

Déterminer la matric& deu dans la basg’.

CalculerN =T + I, puisN* et en déduiréA + I1)*.

Allez a: Correction exercice 48

Exercice 49.

ok wpE

6.

Soitu un endomorphisme d&* dont la matrice dans la base canonigue, (e;, e,, e3, e4), est
-7 6 6 6
[0 2 0 O
4=13 3 2 3
-6 3 6 5

Soienta, b, ¢ etd quatre vecteurs
a=—2e,—e,—e3—ey; b=e,—e, c=2e;+e;+e,d=3e; +e;+ 2e,
Montrer queB’ = (a, b, ¢, d) est une base d&’.
Calculeru(a), u(b),u(c) etu(d) dans la basg’ = (a, b, c, d)
En déduire la matricB deu dans la basg’.
Déterminer la matric® de passage geap’.
CalculerP~1.
CalculerP~1AP.

Allez a: Correction exercice 49

Exercice 50.

ok wbdE

Soit B = (ey, e,, €3, e,4) la base canonique .
Soitu un endomorphisme d&* dont la matrice dans la base canonique est :

1 0 -1 1
1 0 -1 1
A_01—11
01 -1 0

On posexr = e; + e, + e3, b = ey, c = u(b) etd = u?(b).
Montrer queB’ = (a, b, ¢, d) est une base d&’.

Donner la matrice de passageef ap’ . CalculerP™1.
Calculeru(a), u(b), u(c) etu(d) dans la basg'.
Déterminer la matric& deu dans la basg’.

CalculerN* et en déduire®.

Donner une base der(u)

11
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7. Donner une base dev(u).
Allez a: Correction exercice 50

Exercice 51.
Soit B = (eq, ey, e3,e,) la base canonique &
Soitu I’endomorphisme de R* dont la matrice dans la base canonique est :

-1 -1 0 0
o o o0 o
A=1_% o -1 1
-1 0 0 O

Déterminer un vecteur non nul tel quéer(u) = vect(a)
Déterminer un vecteur tel quea = u(b)
Déterminer un vecteurtel queu(c) = —c
Soitd = (1,0,1,1), montrer qugs’ = (a, b, ¢, d) est une base de*
Calculeru(d) dans la basg’.
Déterminer la matric& deu dansf’.
Quel est le rang dé.
Soitf =2e; —e; —es;+e,=(2,—1,—-1,1)
Calculeru(f), u(f), u(f) et on admettra qu&’ = (f, u(f),u?(f),u3(f)) est une base de*
9. Calculeru*(f) et montrer quet*(f) = —2u3(f) — u?(f)
En déduire la matricé deu dans la basg".
10. Montrer queC etT sont deux matrices semblables (¢’est-a-dire qu’il existe une matrice R, inversible,
telle queT = R™1CR
Allez a: Correction exercice 51

©ONOo O hWODNRE

Exercice 52.
Soit B = (eq, ey, e3,e4) la base canonique @&
Soitu I’application linéaire dont la matrice dans la base canonique est :
3 -1 1 -3

(1 1 -1 -1
A= 0 1 -1 0
1 0 0 -1

1. Donner une basg, b) deker(u).
2. Donner un vecteur qui engendré?; = {x € R*, u(x) = x}
3. Déterminer un vecteut € ker((u — id)?) etd & ker(u — id), on pourra calculetd — I)?, en déduire
qued vérifieu(d) = Ac + d, ouA est un réel qui dépendra du vectéugue vous avez choisit.
4. Montrer ques’ = (a, b, c,d) est une base d&’.
5. Déterminer la matric& deu dans la basg’. (en fonction del)
Allez a: Correction exercice 52

Exercice 53.
Soit B = (eq, ey, €3, e4) la base canonique @&
Soitu un endomorphisme d&* dont la matrice dans la bageest :

2 -1 0 1
1 0 o0 1
A‘o 0 1 0

-3 1 0 =2

1. Déterminer un vecteur qui engendre le noyau de
2. SoitA € R. Montrer quet; = {x € R* u(x) = Ax} est un sous-espace vectorielRfe
3. Trouver un vecteur directebrde E_,. Déterminer une bade, d) deE;.

12
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4. Montrer ques’ = (a, b, c,d) est une base d*.
5. Déterminer la matrice de dans la basg’.
Allez a: Correction exercice 53

Exercice 54.

Soit B = (eq, e,, €3, e,4) la base canonique .
Soitu un endomorphisme d@* dont la matrices dans la base canonique est :

-1 2 -2 =2

B -2 3 -2 -2
A = Matg(u) = 2 2 1 —2
0 0 O 1

On posean, = e; + 2e, + 3e3 — 2e4,a, = e, +e3,a3 = e; + 3e, + 5e3 —3e, etc = —e; — e, — 3
On poseF = Vect(aq,a,, as).

Montrer queB’ = (aq, a,, as, ¢) est une base dg* et donner la matricB de passage geap’.
Déterminer la matric® deu dans la basg’.

Montrer que pour tout € F, u(x) € F en déduire que: F — F définie par(x) = u(x) estun
endomorphisme dB, déterminer la matrice dedans la basg, = (a4, a,, as).

Montrer queR* = F @ Vect(c).

Montrer que pour tout € R* il existe un unique couple de vecte(fsg) € F x Vect(c) tels que

x = f + g, calculeru(x).

Allez a: Correction exercice 54

Exercice 55.

o gk wbdPE

7.

Soit B = (ey, 5, e3) la base canonique .
Soitu un endomorphisme d&* dont la matrice dans la base canonique est :

-10 -3 -12
A= 5 0 7
6 2 7

Déterminerl € R tel qued — Al ne soit pas inversible. Déterminer alkes(A — AI).
Soita = (—3,1,2), calculeru(a).

Déterminem € R3 tel queu(b) = a — b, puisc € R3 tel queu(c) = b —c.

Montrer queB’ = (a, b, ¢) est une base de?.

DéterminerT = matg (u).

Montrer que(T + )3 = 0 (la matrice nulle). En dédui@ + I)3.

Déterminerd~! en fonction dei?, A et].

Allez a: Correction exercice 55

Exercice 56.

N

4.
5.
6.

Soit B = (ey, e,, e3) la base canonique @. On considére I’application linéaire f définie par
f(e1) = 2e, + 3es; f(e;) = 2e; — 5e, — 8es; f(e3) = —ey + 4e, + beg
On notef?2 = f o f.
Déterminer la matrice dé dansg.
Montrer queE; = ker(f — idgs) et queN_; = ker(f? + idgs) sont des sous-espaces vectorielRdle
Déterminera, b deux vecteurs tels qugE;, = Vect(a) etN_; = Vect(b,f(b)). A-t-onE, G N_; =
R3 ?
Montrer que’ = (a, b, f(b)) est une base d&®.
On appellgs’ = (a, b, (b)), quelle est la matrice dedanss’.
Quelle est la matrice g& dansp’

Allez a: Correction exercice 56
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Exercice 57.
Soitu ’endomorphisme de R* dont la matrice dans la base canonique est
2 -2 1 -2
0 1 0 0
-3 0 -2 2
1 -1 1 -1
Soit B = (eq, ey, e3,e,) la base canonique .
Partie |
Soite, = (0,1,0,0) € R*
1. Calculeru(ey), u?(e,) etu(e,) et montrer qug’ = (e, u(e,), u?(e;), u®(e,)) est une base dr.
2. Calculeru*(e,) dans la base en fonction dé(e,) ete,. Déterminer la matricé deu dans la basg
Partie II
3. Déterminer un vecteur € R* tel queu(a) = a dont la premiére composante &st
4. Soith = (1,—-1,0,1) etc = e; — e3 + e,, montrer quet(b) = a + b et queu(c) = —c.
5. Déterminer un vecteut € R* tel queu(d) = ¢ — d.
6. Montrer ques”’ = (a, b, c,d) est une base dg*.
7. Déterminer la matric® deu dans la basg"’.
Partie Il
8. Montrer que les matricéet C sont semblables.
Allez a: Correction exercice 57

!

Exercice 58.
SoitR,[X] = {ay + a1 X + a,X?,a; € R} I’espace des polyndomes réels de degré au plus 2 et soit
B = (1,X,X?) la base canonique @&, [X] ? On considére ’application
f1Ry[X] - R,[X]
P— (X+1P

=

Montrer quef est linéaire.
2. Montrer que la matricd def par rapport aux basé@setB est :

0 1 0
(0 1 2)

0 0 2
Montrer queB’ = (1,X + 1, (X + 1)2) est une base d&,[X].
Trouver la matricé de f par rapport aux basés etB’.
CalculerAd?, A3 et B¥ pour toutk € N.
Déterminer le rang dg.
Trouver une base de I’image de f.
Trouver une base de noyau fle

Allez a: Correction exercice 58

©ONO O

Exercice 59.
Soitu : R,[X] —» R[X] défini paru(P) = P + (1 — X)P’
Soitf = (1, X, X?) la base canonique @& [X]
1. Montrer queu est un endomorphisme &g [X].
2. Déterminer la matrice de dansg.
3. Déterminer le noyaet I’image de u.
Allez a: Correction exercice 59

Exercice 60.
Soitu: R,[X] - R[X], ’application définie pour tout polynéme de R,[X] par :
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u(P)=2P—-(X—-1)P'

Soit = (1, X, X?) la base canonique @&, [X].

o0k wbdpE

7.

Montrer queu est un endomorphisme &g [X].

Déterminer la matricd deu dansg.

Déterminer le noyau de. On notera, un vecteur directeur du noyau.
Donner une base de I’image de u.

Déterminer un polynéme, tel queu(P;) = P;

Montrer queB’ = (1, P;, P,) est une base d®,[X].

Déterminer la matric® deu dans la basg’.

Allez a: Correction exercice 60

Exercice 61.

o0k~ wpnE

7.

Soit f: R,[X] —» R[X] définie parf(P) = P — (X — 2)P’
Montrer quef est une application linéaire

Montrer quef est un endomorphisme &g [X].

Déterminer le noyau et I’image de f.

Déterminer la matrice dé dans la bas€tl, X, X2).

Montrer queB’ = (1,X — 2, (X — 2)?) est une base d,[X].
Déterminer la matrice de passayéep ap’. CalculerP™1,
Quelle est la matrice gédans la basg’.

Allez a: Correction exercice 61

Exercice 62.
Soit = (1, X, X?) la base canonique @&, [X]

Soitu I’application qui a un polyndme de R, [X] associe le polyndme d&{X] définie par :

w N =

4.

u(P) = 2XP — X2p'
Montrer queu est un endomorphisme @g[X].
Déterminer la matricd deu dans la base canonique.
Déterminer la dimension der(u).
Déterminer une base et la dimensiona€u)

Allez a: Correction exercice 62

Exercice 63.

hrwonNPE

5.

Soitu : R,[X] - R[X] une application définie pour toAte R,[X] par
u(P)=P+ 1 —-X)P' +2P"

On appelle’;, =1—X,P, =1etP; =1+ 2X — X?

On appelled = (1, X, X?) la base canonique @&, [X] etB’ = (P, P,, P3)

Montrer queu est une application linéaire.

Montrer queu est un endomorphisme @g[X].

Déterminer la matricd deu dans la base canonique.

Montrer queB’ est une base d&,[X].

Déterminer la matric® deu dans la basg’.

Allez a: Correction exercice 63

Exercice 64.
Soitu: R,[X] —» R[X] définie par

1.

1
u(P) = 5(1 — X?)P" + XP' — P

Montrer queu est un endomorphisme &g [X]
15
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2. Déterminer une bagé,;, P,) deker(u).

3. DéterminerP; tel quelm(u) = Vect(Ps).

4. Montrer que(Py, P,, P;) est une base dg,[X].

5. Déterminer la matrice de dans la bas€P,, P,, P;).
Allez a: Correction exercice 64

Exercice 65.
Soit R,[X] = {ay + a1 X + a,X?,a; € R} I’espace des polyndomes réels de degré au plus 2 et soit
B = (1,X,X?) la base canonique @& [X] ? On considére I’application

fiR2[X] = R,[X]

P— f(P)
Ouf(P)X)=PX+1D)—-PX)=ap+a,(X +1) +a,(X +1)% — (ap + a1 X + a,X?)
Montrer quef est linéaire.

2. Montrer que la matricd def par rapport aux basésetB est :

01 1
A=(0 0 2
0 0 O

3. Montrer queB’ = (1,X — 1, (X — 1)(X — 2)) est une base d&,[X].
4. Trouver la matricé® de f par rapport aux basés etB’.
Allez a: Correction exercice 65

=

Exercice 66.
Partie |
Soit g une application d&®;[X] dansR? définie par :
g(P) = (P(-1),P(D))
1. Montrer queg est une application linéaire.
2. Déterminer une base du noyau et déterminer 1’image de g.
Partie Il
Soit h une application linéaire dR, [X] dansR? définie par :
h(P) = (P(-1),P(D))
3. Montrer queh est bijective.
Allez a: Correction exercice 66

Exercice 67.
Soit C(R) I’espace vectoriel des fonctions continues de R versR.
Soienta et b les fonctions définies par :
e*+e* e —e
— et bx)= —
On poseH = Vect(a,b) etF = {f € H, f(In(2)) = 0}
1. Déterminer la dimension dé
2. Montrer queF est un sous-espace vectorielHle
3. Quele est la dimension dg ?
4. Soitg: H - R? définie pourf € H par
o(f) = (f(=In(2), f(In(2))
a) Montrer quep est une application linéaire
b) Montrer quep est un isomorphisme.
Allez a: Correction exercice 67

a(x) =

Exercice 68.
Soit M, (R) I’espace vectoriel des matrices a coefficient dans R an lignes et colonnes.
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o N PE

Soit A, (R) I’ensemble des matrices antisymétriques de M, (R). C’est-a-dire les matrices qui verifient
tA =—A.
SoitS, (R) I’ensemble des matrices symétriques de M, (R). C’est-a-dire les matrices qui verifient
tA = A.
Montrer queA, (R) etS, (R) sont des sous-espaces vectoriel3G&R).
t _t
Pour toutes matrice$ € M, (R), montrer quéqJ;—A € Sp(R) et queAz—A € A, (R).
En déduire queA,(R) + S, (R) = M, (R).
A-t-on A, (R) D S, (R) = M,(R) ?
SoitA = (1 3

2 4
antisymétrique.

), décomposed en une somme d’une matrice symétrique et d’une matrice

Allez a: Correction exercice 68

Exercice 69.
Soit M, (R) I’espace vectoriel des matrices a deux lignes et deux colonnes.
Soit ¢ I’endomorphisme de M, (R) définie pour toute matricé de M, (R) par

N

Pp(A)=A—1tA
Rappeler la dimension dar, (R).
Déterminer le noyau d¢, quel est sa dimension ?
Déterminer I’image de ¢p. En déduire que pour toute matri¢ee M, (R) il existeA € R et une matrice
J, a déterminer tel qug(4) =

Allez a: Correction exercice 69

Exercice 70. (Hors programme)

1.

2.

1 1 1
Calculer| a b c
b+c a+c a+b

1 1 1
a) Calculerlb ¢ d
b? c¢? d?
1 1 1 1 1 1 1
b) Montrer qu a bbz C2 ;2 =bh-a)c—a)({d—a) ¢ d |, puis calculer
b3 3 d3 b2 CZ d2
1 1 1 1
a b ¢ d
a? b? c¢?* d?
a® b® 3 d3

Allez a: Correction exercice 70

Exercice 71. (Hors programme)

1.
2.

a a a
a b b
a b c
a b ¢ d
CalculerA = det(A)

Déterminer les valeurs de b, c etd qui annuleA.

Allez a: Correction exercice 71

Exercice 72.
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Premiere partie
Soitu: R® - R3 une application linéaire.
B = (e, e, €3) la base canonique &
La matrice deu dans la canonique @& estA.
1. Montrer qu’il existe a € R3, un vecteur non nul, tel qleer(u) = Vect(a).
2. Déterminer un vecteur € R3 tel quea = u(b).
3. Montrer queE; = {x € R3,u(x) = x} est un sous-espace vectorielRfg donner un vecteur non nul
c€EE.
4. Montrer ques’ = (a, b, c) est une base de3.
5. Déterminer la matric& deu dans la basg’.
6. Donner la relation entré, T et la matrice de passage, no@gaep ap’.
Deuxieme partie
SoitB = (1, X, X?) la base canonique @& [X].
Soit f: R,[X] —» R[X] ’application linéaire définie par :

1
f(P) = (2+X+X2)P—(1+2X+X2+X3)P’+§(—1+X+X2+X3+X4)P”

1. Calculerf (1), f(X) etf(X?) et en déduire qug est un endomorphisme @g[X].
2. Donner la matric def dans la base canonique Rg[X].
3. OnposePy=1+X+X2,PL=1+XetP,=2+X+ X?
Montrer queB’ = (P,, P, P,) est une base d&,[X].
4. Déterminer la matric&’ def dans la basB’.
5. Donner la relation entr, T' et la matrice, noté@’, de passage d@aB'.
Troisieme partie
Montrer qued et B sont deux matrices semblables.
Allez a: Correction exercice 72

Exercice 73.
-1 1 0 1
-1 -1 1 3
0 1 -1 -1
0 0 0 1
SoitB = (eq, e,, €3, e4) la base canonique .
Soitu: R* -» R* un endomorphisme dont la matrice dans la base canonigde est
1. Montrer que sv est un endomorphisme #e un espace vectoriel de dimenstoalors
ker(v) c ker(v?) c --- c ker(v™)
2. Déterminer une base dter(u + idgs), deker((u + idgs)?), deker((u + idgs)3) et deker((u +
idga)®).
Donner entier p tel queker((u + idgs)?P) = ker((u + idge)P+1)

Soitd =

a) Donner un vecteur non nalqui engendréer(u + idgs).
b) Donner un vecteus vérifianta = (u + idg+) (b).
Puis montrer quéa, b) est une base der((u + idgs)?)
c) Donner un vecteur vérifiantb = (u + idg+)(c).
Puis montrer quéa, b, ¢) est une base der((u + idgs)>)
d) exprimeru(b) etu(c) en fonction dex, b etc.
4. soitd = (1,1,0,1), calculeru(d).
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5. Montrer que8’ = (a, b, c,d) est une base d.
6. Donner la matricel, deu dans la basg’ et donner la relation enteg T et la matrice de passagede
pap'.
7. Calculer(T + )3(T —I) et en déduir€A + 1)3(A — 1)
Allez a: Correction exercice 73

Exercice 74.
Premiere partie :
Soit g un endomorphisme de®
1. Montrer queker(g) < ker(g?) c ker(g3)
2. On suppose qug® = 0 (gs) et que(Ogs} & ker(g) & ker(g?) & ker(g*)
a) Déterminerdim(ker(g)) etdim(ker(g?))
b) Montrer quelm(g) c ker(g?), puis quem(g) = ker(g?).
Deuxieme partie :
Soitg un endomorphisme d@” tel queg® = 0,(gs) et que{Ogs} & ker(g) & ker(g?) & ker(g®)
3. Soita € ker(g), un vecteur non nul, montrer qu’il existe b € R3 tel queg(b) = a. Montrer queb €
ker(g?) et en déduire qu@, b) est une famille libre.
4. Montrer qu’il existe ¢ € R3 tel queg(c) = b, montrer que alor&, b, ¢) est une base d&®.
5. Déterminer la matrice dg dans la baséa, b, ¢).
Troisieme partie :
Soit B = (ey, e,, e3) la base canonique .
Soit f ’endomorphisme de R® dont la matrice dans la base canonique est :

-10 -3 -12
A= 5 0 7
6 2 7

6. Montrer quef + Id vérifie les hypotheses de la seconde partie.
7. Déterminer, b etc tels que a € ker(f +Id), (f + Id)(b) = aet(f +1d)(c)=b .
8. Deéterminer la matrice dé dans la baséa, b, ¢).

Allez a: Correction exercice 74

CORRECTIONS

Correction exercice 1.
1. Soientx = (x4, x,,x3) € R3 ety = (y4,¥,,y3) € R3, et soienil ety deux réels.
Ax + py = (Axy + py1, A + py2, Axs + uys) = (X1, X2, X3)
Donc
u(Ax +py) = (X, + X, + X5, 2X, + X, — X3)
= ((Axy + uy1) + (Axy + uy,) + (s + pys), 2(xg + pys) + (A + pyo)
— (Ax3 + uys))
= (/1(951 + x5+ x3) + (Y + y2 +¥3), A2x1 + x5 — x3) + u(Ry +y, — 3’3))
= A(xy + x5 + x3, 221 + x5 — x3) + u(yy + ¥z +¥3,2y1 + ¥2 — y3) = Aulx) + uu(y)
Ce qui montre que est linéaire.

X1 +x,+x3=0 {x1+x2+x3=0
2x1 + Xy — X3 =0 La—2L —x, —3x3 =0
@{x1+x2+x3=0®{x1—2x3=0@{x1=2x3
xZ = _3x3 xz = _3x3 xZ = _3x3
Doncx = (2x3, —3x3, x3) = x3(2,—3,1), si on pose = (2,—3,1)

x = (xq,x5,%x3) € ker(u) & {
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ker(u) = Vect(a)
Allez a : Exercice 1

Correction exercice 2.
1. Soientu = (x,y,z) etu’ = (x',y’, z") deux vecteurs dR? et soientl etA’ deux réels
Au+Au =Ux+Ax" Ay + Ay, Az + A'z2")
fQAu+2Au') = (Ax +Ax +Ay+ Ay + 22+ 22, —(Ax + A x")+ 2Qy + A'y") + 2(Az + A’z’))
= (A(x +y+z2)+ A +y +2),A(—x+2y+22) + AV (—x"+2y" + 22’))
=AMx+y+z,—x+2y+22)+ A ' +y' +z2',—x"+2y" +2z") = Af (W) + X' f(u")
Doncf est linéaire.

_ _ _ Li( x+y+z=0
u=(x,v2) €Eker(u) & (x+y+2z x+2y+22)—(0,0)<:>L {—x+2y+22=0

- Ly {x+y+z=0®{x=0
Ly+L;(3y+3z=0 y=-—z
u=(0,—-z2) =2z(0,-11)
On posar = (0,—1,1), a est une base der(f).
Im(u) = vect(f (e1), f (ez), f (e3))
fler) =1, -1 =fi—fa flex) = (1,2) = f1 + 2f, et f(e3) = (1,2) = f; + 2f;
Im(u) = vect(fy — f2, f1 + 2f2, f1 + 2f2) = vect(fy — fo, f1 + 2f2)

fi — f> etf; + 2f, ne sont pas proportionnels ils forment donc une famille libdend¢), comme c’est

une famille génératrice den(f), ¢’est une base de Im(f)et doncdim(Im(f) = 2. Remarquém(f) =

RZ?.
Allez a: Exercice 2

2

Correction exercice 3.

1.
Au+Au =Ax+Ax" Ay + Ay, 1z + Az")
fAu+2w) = (2Qx + Vx )+ Ay + y") + (Az + Az"), Ax + V'x") = 2(Ay + A'y")
+Az+22"),Ax + A'x" )+ Ay + A'y') —2(Az + Az’))
= ()L(—Zx +y+z)+A(=2x"+y +z2),Ax—-2y+2)+ AV (x' -2y + Z’))
=A2x+y+zx—-2y+2)+ AV (—2x"+y' + 2z ,x' =2y +2") = 2f (W) + V' f(w)
Doncf est linéaire.
2.
ueker(f) o f(w) =0z (—2x+y+z,x—-2y+2)=(00) i; {_xzf -zl-yy++ZZ==00

- Ly {—2x+y+z=0 {—2x+22=0®{x=2
2L, +L;( —=3y+3z=0 y=2z y=z
u=1(2z22z2) =1z(1,11)
Doncker(f) = Vect(a) aveca = (1,1,1).
D’apres le théoréme du rang
dim(ker(f) + dim(Im(f) = dim(R3) © 1 + dim(Im(f) = 3 © dim(Im(f) = 2
3. DoncIm(f) = R?. Une base e€(1,0), (0,1))

Allez a: Exercice 3

Correction exercice 4.
1. Soitu = (x,y) etu' = (x",y"),Au+2u" = Ax +A'x", Ay + 1'y")
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hQu+Au) = (Ax + X% — Ay +2y"), —3(Ax + V'x") + 3(dy + 2'y"))
= (/1(x —y)+ A" —y),A(=3x +3y) + '(—3x" + 3y’))
=AMx—y,-3x+3y)+ A (x' —y',-3x" +3y") = Ah'u) + Y'h()
Donch est linéaire.
2. h(1,1) = (0,0) = h(0,0) et pourtant1,1) + (0,0) donch n’est pas injective.
On va montrer quél,0) n’a pas d’antécédent. Supposons qu’il existe u = (x, y) tel que(1,0) =

o l=x—y 1=x-y {1=0
h(w) & (1,0) = (x -y, 3x+33’)=’{0=—3x+3y®{ x=y “lx=y

, ¢’est impossible
donch n’est pas surjective.
h est un endomorphisme dohest injectif si et seulementmsiest surjectif. Icih n’est pas injectif donc
h n’est pas surjectif.
3. u=(x,y) €ker(h) © (x —y,—3x+3y) =(0,0) & {_;Cx +y3; i 0
Doncu = (x,x) = x(1,1), (1,1) est u vecteur non nul qui engeniétee(h), c’est une base de ker(h)
h(e;) =(1—0,-3x14+3%x0)=(1,-3) =e; —3e, et
h(e;) =((0—1,-3x0+3x1)=(—1,3) = —e; + 3e,
Im(h) = Vect(h(el), h(ez)) = Vect(e; — 3e,,—e; + 3e,) = Vect(e; — 3e,)
e; — 3e, est un vecteur non nul qui engenftre(h), c’est une base de Im(h).
Allez a: Exercice 4

Sx=y

Correction exercice 5.
1. f(ep)=(1,20)=1X%Xe; +2e,+0 Xe;g
flez) =(0,1,-1)=0%Xe; +1XxXe;, —1Xes
etf(e;) =(—1,-3,2) = -1 X e; —3e, + 2e5

1
2. Les coordonnées g&e;) dans la basge,, e,, e3) sont 2)
0

0
Les coordonnées ¢€e,) dans la basge,, e,,e3) sont| 1 )

-1
Les coordonnées d€e;) dans la basge;, e,, e3) sont —3)

2
3.
x1—x3=0 X1 —x3=0 x1=0
u=(xl,xz,x3)Eker(f)®{2x1+x2—3x3 =0<:>L2—2L1{ X, —x3=0 (:){xz =0
—x, +2x3 =0 —x, +2x3 =0 x3=0

Doncker(f) = {Ogs}
Premiére méthode :
Im(f) = Vect(f(el),f(ez),f(e3))
Puis on regarde si la famil(gf (e,), f (e,), f (e5) ) est libre.

1 0 -1 0
a1f(e) + azf(ey) + azf(ez) = O0ps © a4 (2) +a, ( 1 ) + as <_3> — <0>
0 -1 2 0

a;—az =10
o121 ta, —3a3=0
—a,+2a3=0
11 s’agit du méme systéme que ci-dessus dona; = a, = a; = 0. Cette famille est libre et elle engendre
Im(f) c’est une base de Im(f), on en conclut quéim(]m(f)) = 3 et quelm(f) = R3.

Deuxiéme méthode (plus compliquée) :
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Im(f) = Vect(f(ey), f(ey), f(e3)) = Vect(e, + 2e,,e, — e3,—e; — 3e, + 2e3)
= Vect(e; + 2e,,e, — e3,—e; — 3e, + 2e3 + e4 + 2ey)
= Vect(e, + 2e,,e, — e3,—e, + 2e3)
= Vect(e; + 2e,,e, —e5 — e, + 2e3,—e, + 2e3)
= Vect(e; + 2e,,e3, —e, + 2e3)
= Vect(e; + 2e,, €3, —e, + 2e5 — 2e3)
= Vect(e, + 2e,,e5,—e,)
= Vect(e; + 2e,,e3,e,) = Vect(ey, e3,e;) = Vect(eq, e,,€3)
Donc une base den(f) est(e;, e, e3) et bien suim(f) = R3.
Troisieme méthode :
Avec le théoréme du randim(ker(f)) + dim(Im(f) = dim(R3) = 3, commedim(ker(f)) = 0,
dim(Im(f)) = 3 doncIm(f) = R® et une base den(f) est(e;, e,, e3).
Allez a: Exercice 5

Correction exercice 6.

1.
Mu+Au =Ax+Ax, ly+ 21y, 1z + 1z)
fOu+ ) = (=2(0x + Ax) + Ay + 29 + (Az + 12), (Ax + %) = 20y + 1y
+Az+22),Ax+Ax)+ Ay +1y) — 21z + /’LZ’))
=A(-2x+y+2)+2A(=2x"+y +2),A(x —2y + 2)
+A(x' =2y +z2),Ax+y—22)+ A (x' +y —22)
=A-2x+y+z,x—-2y+2z,x+y—2z2)
+A(=2x"+y +z,x =2y +z x'+y' = 22) = Af (W) + 1'f(v)
Doncf est linéaire.
2.
ueker(f) ® f(w) =0gs © (—2x+y+z,x—-2y+zx+y—2z)=(00,0)
Li(—2x+y+z=0 L4 —2x+y+z=0 _ _ _
oLlx—2y+z=0 <:>2L2+L1{ —3y+3z=0 @{ 2x+_2§‘0=>{;:§
Lilx+y—2z=0 2L;+L,( 3y—3z=0 Y=
u=1(2z22z2) =1z(1,11)
Doncker(f) = Vect(a) aveca = (1,1,1).
D’aprés le théoréme du rang
dim(ker(f)) + dim(Im(f)) = dim(R?) & 1 + dim(Im(f) = 3 & dim(Im(f)) = 2
3.

Premiére méthode
fle) =(=211) et f(e)) =(1,-21)
Sont deux vecteurs de 1’image de f, ils ne sont pas proportionnels ils forment donc une famille libre de
vecteurs dans un espace de dimengiariest une base.
Deuxiéme méthode
fle) = (=2,1,1); f(ex) =(1,-21) et f(e3) = (1,1,-2)
Im(f) = VeCt(f(e1)'f(92)'f(e3))
(f(el),f(ez),f(eg)) est une famille génératrice fi@a(f), le probléme est de savoir si cette famille est
libre.
Soit on fait «comme d’habitude », ¢’est-a-dire que I’on écrit qu’une combinaison linéaire de ces trois
vecteurs est nulle
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Mf(e)) +A,f(ez) + A3f(e3) = Ogs © 4,(—2,1,1) + 1,(1,-2,1) + 13(1,1,-2) = (0,0,0)
Ly (-2 +2,+4;=0 Ly 24+, +2;=0 =1
oLy A =20+ 43 =0 & 2L, + L] —34,+34; =0 ‘:’{/11 —
L;\A; +2A,—243=0  2L3+L;\ 31,—-31;=0 27—
Donc pour toufl; € R
Az3f(e1) + A3f(ez) + A3f (e3) = Ops
Sionprendi; =1
fley) + f(ex) + fe3) = Ops
VeCt(f(e1);f(ez);f(e3)) = Vect(f(e1), f(ez), —f(e1) — f(ez)) = Vea(f(ﬁ),f(ez))
f(e1) etf(e,) ne sont pas proportionnels, ils forment une famille libre, comme cette famille est une
famille génératrice dém(f), ¢’est une base de Im(f).
Allez a: Exercice 6

Correction exercice 7.
1.

7z =

y

u=(xy,z) Eker(f) ©4{5x -3y —-4z=0{5x—-3x—-4z=0&
x—y=0 xX=y

RN R

6x —4y—4z=0 6x —4x—4z=0 {

Doncu = (x, X, ;—C) = §(2,2,1)
On pose alorg = (2,2,1) etker(f) = Vect(a)
2.
a. b=(1,1,0)donc
f(D)=(6x1-4x1-4x05x1-3x1-4x0,1—1)=(22,0) =2(1,1,0) =2b
c=1(0,1,-1) =e, —e; donc
fe)=(6XxXx0—-4%x1-4x%x(-1),5x0-3x1-4x%x(-1),0-1)=(0,1,-1) =c¢
b.
Premiére méthode

b=2f®) = £(2) € m(f) et = F(0) € Im()
Commeb etc ne sont pas proportionnels ils forment une famille libréndgf).
D’autre part, d’apres le théoréme du rang
dim(ker(f)) + dim(Im(f)) = dim(R?)
Doncdim(Im(f)) = 2, une famille libre & deux éléments dans un espace vectoriel de dimension 2 est ur
base.
Deuxieme méthde

Im(f) = VeCt(f(eﬂ'f(ez),f(es))
D’apres le théoréeme du rang
dim(ker(f)) + dim(Im(f)) = dim(R?)
Doncdim(Im(f)) = 2 par conséquent les trois vectefi(s, ), f (e,) et f(e;) sont liés
f(e;) =(6,51) =6e; +5e,+e3 et f(ey) =(—4,-3,—1) = —4e; —3e, —e3
Ne sont pas proportionnels donc ils forment une famille librerdg), qui est de dimensiay il s’agit
d’une base de Im(f).
Il reste & montrer quie € Vect(f(ey), f(e,)) et quec € Vect(f(ey), f(e2))
On cherchex etp tels que
b = af(e;) + pf(ez)

Cette égalité équivaut a
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6a—48=1 (68 —4B =1 1
a(6,51) + f(—4,-3,-1) = (1,1,0) & {Sa -3f=1e {53 —3B=lea=f=7
a—F=0 a=p
On cherchex etp tels que
c = af(ey) + Bf(ez)

Cette égalité equivaut a

6a—48=0 (6(B-1)—48=0 { 26=6

a(6,51) + f(=4,-3,-1) = (0,1,-1) & {Sa —-38=1{5(-1)-38=1<] 26=6
a—p=-1 a=f—-1 a=8-1

ool

-1 3

=3

Commeb etc ne sont pas proportionnels ils forment une famille librénad€f), donc une base puisque la
dimension delim(Im(f)) = 2
Troisieme méthode (variante de la deuxieme méthode)
D’apres le théoréeme du rang
dim(ker(f)) + dim(Im(f)) = dim(R®)

Doncdim(Im(f)) = 2, par conséquent les trois vectefi(s, ), f (e;) et f(es) sont liés

f(e;) =(6,51) =6e; +5e,+e; et f(ey) =(—4,-3,—1) = —4e; —3e, —e3
Ne sont pas proportionnels donc ils forment une famille librerdg), qui est de dimensiad il s’agit
d’une base de Im(f).
On va chercher une ou plusieurs équations caractéfsdfi)

u=(xy2) € Vect(f(el),f(ez)) < 3da, B € Ru=af(e;) + Bf(ey) © a,p

Ly (6a —4p =x
€ R, a(6,51) + f(—4,-3,-1) = (x,y,z) © Ja,f € R, L5 — 3B =y & 3aq,B
L3l a—-B =2z
Ly 6a —4p =x Ly 6a —4p =x
EIR{,6L2—5L1{ZB=6y—5x(:)Ela,ﬁE]R, L, { 2 = 6y —5x
6L; — L, \-28 =6z—x L3+ L,\0=—-6x+ 6y + 62

Donc une équation caractérisémt(f) estx —y —z =0

Alors évidemmenb € Im(f) etc € Im(f) car leurs composantes vérifient cette équation et on finit
comme dans la seconde méthode.

3. u=(x,y,2z) € Vect(f(el),f(ez)) & Ja, B € Ru=af(e;) + pBf(e;) © Ja,B € R,a(6,51) +

Ly (6a—4L =x
B(—4,-3,-1) = (x,y,2z) @ 3Ja,B ER,L,{5a -3 =y & 3Ja,B €
L3l a—B =2z
Ly 6a —4pB = x Ly 6a —4f = x
R,6L, —5L1{28 =6y —5x © 3a,pER, L, { 2 = 6y — 5x Donc une équation
6L; — L, \=-23 =6z—x L3+ L,\0 =—6x+ 6y + 62

caractérisantm(f) estx —y —z =10
4. 2—2—1=—-1donca ¢ Im(f) = Vect(b,c), {b,c} est libre donda, b, c} est libre et a 3 vecteurs par
conséquent c’est une base de R® doncker(f) ®@Im(f) = R3.
Allez a: Exercice 7

Correction exercice 8.
1.
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u(x) = ulxse; + x,e, + x3e5 + x5e,) = xu(ey) + xu(ey) + x3ules) + xaue,)
=x1(fi — f2+2f3) + x22f1 + f2 — 3f3) + x3(3f1 — f3) + x4(—f1 — 2f5 + 5f3)
= (1 + 2%, +3x3 — x4) f1 + (—x1 + x5 — 2x4) fo + (2x1 — 3%, — X3 + 5x4) f5

L1 x1+2x2+3x3_x4:0
x = (xq,%,,%3,%4) € Ker(u) © L, {—xl + x, —2x, =0

L3 ZXI_BXZ_.X3+5.X4 =0
Ll X1+2X2+3.X3_X4,=0 _ _
<:>L2+L1{ 3x2+3x3—3x4=0(:){x1+2;2:_x3xixx160
L3 _2L1 —7x2 _7X3 +7x4 = 0 2 3 4
X1+ 2(—x3+x4) +3x3—x, =0 X1 = —X3 — Xy
Q{ xZ:_x3+X4_ Q{ x2=_x3+x4

Donc
X = (—X3 — X4, —X3 + X4, %3,%,) = x3(—1,—-1,1,0) + x,(—1,1,0,1)
Si on posaer = (—1,—1,1,0) eth = (—1,1,0,1), ces deux vecteurs n’étant pas colinéaires, et comme il
engendreker(u) ils forment une base der(u), etdim(ker(u)) = 2
3. D’apres le théoréeme du rang
dim(ker(u)) + dim([m(u)) = dim(R*)
Doncdim(lm(u)) = 2, u(e;) etu(e,) ne sont pas colinéaires, ils forment donc une libre libre a deux
vecteurs dans un espace vectoriel de dimension 2, ¢’est une base.
Allez a: Exercice 8

Correction exercice 9.

1.
x1—3§)zi-(9)€3=0 X1 =X tx3=0 x; =0
x = (xq,Xx5,%3,%4) € Ker(u) © Xo 4%, — X3 + %4 = 0 = {xl +x,—x3=0& {xz = X3
X4_ — 0 x4_ = O X4, == O
Doncx = (0, x3,x3,0) = x5(0,1,1,0), si on poser = e, + e3 alorsker(u) = vect(a) et donc la
dimension dé&er(u) estl.
2.

u(e;) = (1,0,1,0) = e; + e3; u(ey) = (—1,0,1,0) = —e; + e3;
u(e;) = (1,0,—1,0) = e; —e3; ule,) = (0,0,0,1,1) = e3 + e,
Im(u) = Vect(e, + e3,—e; + e3,e; —e3,e3 +e,) =Vect(e, +e3,e; —eg,e3+e,)
Caru(ey) = —u(esz)
Im(u) = Vect(e, + e5,e; —es +e; +es,e5 +e,) =Vect(e; + e3,2e1,e5 + €4)
= Vect(es, e, 63+ e,) = Vect(es, e, e4)
Cette famille est une sodsmille d’une famille libre, elle est libre (et génératrice) donc c’est une base
deIm(u)
Autre méthode, d’apres le théoréme de rang
dim(ker(u) + dim(Im(u)) = dim(R*) = dim(Im(u)) = 3
Par conséquelte; + e;, e; — e3, e5 + e,) est une famille génératrice a trois vecteurs dans un espace d
dimension trois, ¢’est une base et donc dim(lm(u)) = 3.
3. Commedim(ker(u) + dim(Im(w)) = dim(R*)
Le tout est de savoir ai = e, + e; appartient dm(u), si c’est le cas ker(u) c Im(u) etil n’y a pas de
somme directe et sindter(u) N Im(u) = {Ox+} et il y a somme directe.
Soit on montre quée, + es, e, + e3,e; — ez, e3 + e,) est libre et donc une base®é puisqu’il s’agit
d’une famille libre a 4 vecteurs dans un espace de dimension 4 et on a
ker(u) ®Im(u) = R*
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Soit

ker(u) + Im(u) = vect(ey, e3, €4, €, + €3) = Vect(eq, ey, e3,e4) = R*
Ce qui montre quker(u) ®Im(u) = R*.

4. 0+0—-0+0=0doncOgs EE.
Soientx = (x1,x3,%3,x4) €EE ety = (y1,¥2,¥3,¥s) € E,0n a
X1+ X, —x3+x,=0 et Yi+Y2—=Y3+ys=0
Pour tout eu réels
Ax + wy = (Axy + py1, Ax; + py,, Axz + pys, Axg + p1y,)
(Axy + py1) + (Axy + pyz) — (Axs + pys) + (Axy + pys)
= Ay +x; —x3+ %) + (1 +y, —y3+ya) =0
Ce qui montre quéx + uy € E doncE est un sous-espace vectorielRfe
X = (x1,%X2,%3,x4) EE,Onax; + x, — x5+ x4, =0doONCx; = —x, + X3 — X,
X = (x5 + X3 — X4, X3, X3,%4) = x,(—1,1,0,0) + x5(1,0,1,0) + x,(—10,0,1)

On pose = (—1,1,0,0), c = (1,0,1,0) etd = (—10,0,1), la famille(a, b, c) engendret

—a+f—-y=0
ab + fc+yd = Op+ © a(—1,1,0,0) + £(1,0,1,0) + y(—=10,0,1) = O+ & g z 8
y=0
a=20
<=0
y=20

Ce que signifie québ, ¢, d) est une famille libre. Par conséquéhic, d) est une base dg&
5. ker(u) = Vect(a) aveca = e, + e; = (0,1,1,0) doncO+ 1 — 1 + 0 = 0 ce qui montre que € E,
autrement diker(u) c E, onn’a pas : ker(u) ®Im(u) = R*
Allez a: Exercice 9

Correction exercice 10.

1.
Ly (( x1 — X, +2x3+2x, =0
x = (x1,%5,%x3,%,) € ker(u) © Z _x;1++2;22_ ; ;:__2;;4 :00
Lo\ —x1+x3—x3—x,=0
Ly X1 — Xy +2x3+2x4, =0
L=l 3x, — 3x; = 0 o 1= x; —:2? 2%
Ly+ 1L, 0=0 x:: _;3
Ly + Ly X3+x4,=0
X1 = X3 — 2x3 + 2x3 X1 = X3
S Xy = X3 S { X2 = X3
Xy = —X3 X4 = —X3
x = (x3,x3,x3,—x3) = x3(1,1,1,—1)
ker(u) est la droite engendrée par+ e, + e; — e,
2.

Im(u) = Vect(u(el),u(ez),u(eg),u(e4))
u(e;) =(1,1,-1,-1)
u(ey) = (-1,2,1,1)
u(e;) =(2,-1,-2,-1)
u(e,) =(2,2,—-2,—-1)
D’aprés le théoréme du rang
dim(ker(u)) + dim(Im(w)) = dim(R*)
Ce qui entraine que
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dim(Imw)) = 3

Premiére méthode

On regarde si la famillu(e,), u(e,), u(es), u(e,)) est libre
Lifa—[F+2y+26=0

L) a+28—y+25=0

Ly)—a+p—-2y—26=0
Ly\ —a+p—-y—-6=0

Ly a—F+2y+26=0

au(e;) + Buley) + yul(es) + dul(ey) = Ogs &

- 2 26=0 a=
L,—L,) 38-3y=0 a-ptayrt _’
& = & B=y e{B=y

La famille n’est pas libre, pour y = 1, cela donne la relation
u(e;) +uley) + ules) —uley) = O
Soit
u(e;) +uley) +ules) = u(ey)
Alors
Im(u) = vect(u(el),u(ez),u(e3),u(e4)) = Vect(u(el),u(ez),u(e3),u(el) + u(e,) + u(eg))
= Vect(u(el),u(ez),u(e3))
Comme(u(el),u(ez),u(e3)) est une famille génératrice a trois vecteurs dans un espace de dimensio
3, c’est une base.
Deuxieme méthode
e; +e, +e; —e, € Kker(u)
Par conséquent
u(e; +e; +e3—ey) = Ope
Ce qui entraine que
u(e;) +u(ey) + ules) —uley) = O
Et on conclut de la méme facon.

x = (xq1,%,%3,%4) € Im(u) = Vect(u(el),u(ez), u(eg)) © 3(a,B,y) ER3 x

= au(ey) + pule;) +yules) © 3(a,B,y) € R?, (xq, x5, x3,x4)

=a(1,1,-1,-1) + f(-1,2,1,1) +y(2,-1,-2,-1) & 3(a, B,7)

Ly (a—[f+2y=x Ly a—L+2y+26 =x;
L,) a+28 -y =x, L,—L;) 36—3y=—x;+x

L —a’+,8ﬁ—2y=x3®3(Q’B'V)ER3L3+L1 B 01x1+9:3 2
Ly\—a+B—-y=x, Ly+ L, Y+6=x1+x,
Ly a—[F+2y+26 =x;

Ly—Li) 38 =3y =—x1+x;

L3+ 1L, Yy+8=x1+x

Ly+1L, 0= + X3

e R3

< 3(a,B,7) ER?

Ce qui montre quém(u) = {(x;, x5, x3,%4) € R*, x; + x5 = 0}
Allez a: Exercice 10

Correction exercice 11.
1. La matrice d¢f o f dans la basg estMatgz(f) X Matg(f)
-7 8 6

-7 8 6 -7 8 6 1 0 O
Or Matg(f) = <—6 7 6 ) doncMatﬁ(fz) = <—6 7 6 )(—6 7 6 > = (0 1 0) =]
0 0 -1 0 0 -1 0 0 -1 0 0 1
2. ll existeg telle queg o f = Id doncf est bijective ef 71 = f.
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Allez a: Exercice 11

Correction exercice 12.
1. Soitu = (x,y,z,t),u’ = (x',y’,z',t") deux vecteurs etetA’ deux réels.
fQu+Auw) =f(Ax +Ax" Ay + Ay, 2z+ V2", At + A't")
= (/’lx +Ax" =2y + Ay ) Ax + Ax" =2y + V'y"), 0, Ax + A'x" — (Ay + A'y')
—(Az+2z") — (At + 2't))
= (/1(x —2y)+ A (x" = 2y"),A(x = 2y) + A (x' = 2y"),0,A(x —y —z — t)
+ A —y' -2z — t’))
=Ax—-2y,x—-2y,0,x—y—z—t)+ A (x' =2y, x' = 2y",0,x' —y' =2z —t')
= Af (W) + Af ()
f est bien linéaire.
2. Soitu = (x,y,z,t) € ker(u)
x—2y=0
x—2y=0 x—2y=0 x=2 x=2
0=yO (:{x—y—zy—tzo(:{y—z—tyzOﬁ{t=y—yz
x—y—z—t=0
Donc
u=Qyyzy-z) =1vy(2,101)+2(0,0,1,—-1)
a=(2,1,0,1) ethb = (0,0,1,—1) sont deux vecteurs non colinéaires (qui forment donc une famille libre
qui engendréer(f) ils forment une base der(f).
D’apres le théoréme du rang
dim(ker(f)) + dim(Im(f)) = dim(R*) & dim(Im(f)) = 2
Si on appell€e;, e, e3, e,) la base canonique &, f(e;) = (1,1,0,1) et f(e3) = (0,0,0, —1) sont
deux vecteurs non proportionnelside(f), ils forment donc une famille libre a deux éléments dans un
espace de dimensi@jc’est une base de Im(f).
3. On aker(f) ® Im(f) = R* si et seulement §iz, b, f(e,), f(e3)) est une base d&*.

FRE .
det(a; blf(el)rf(e3)) = 0 1 0 0 =—11 0 1= +1x |1 1 =1
1 -1 1 -1 010

(a,b, f(ey), f(es)) est une base &&* doncker(f) @ Im(f) = R*,
Allez a: Exercice 12

Correction exercice 13.
1. Soientu = (x,y,z,t) etu’ = (x',y’,z',t") deux vecteurs dR*. Soientl etA’ deux réels.
Au+Au =Axy,z,t) + A X,y 2 t") = Ax + A'x", Ay + Ay, Az+ Az, At + A't")
fAu+Au) = fAx + A'x" Ay + Ay, 2z + 1z, At + A't")
=((Ax+Ax)+ Ay + Ay, Az + 12") + (At + '), Ax + X'x) + Ay + X'y")
+ Az +2z2') + (At + 2't"))
=(Ax+ )+ X +y)Az+ ) + A (@ +t) A x+y+z+1)
+X (X +y' +272 +t))
=Ax+y,z+t,x+y+z+t)+ A +y, 2 +t,x +y +2 +t)
=Af (W) + Af (W)

f estlinéaire.
2.
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x+y=0
u€eker(f) e fw)=0peox+yz+t,x+y+z+t)=1(0000) o z+t=0
x+y+z+t=0

< {}; : :;C o u=(x—xz2—-z)=x(1,-10,0) + z(0,0,1,—1)

On posaz = (1,—1,0,0) etb = (0,0,1,—1), a etb engendrenker(f), d’autre part ces vecteurs ne sont
pas proportionnels, ils forment donc une famille libre, finaler(erii) est une base der(f).
3.
Premiére méthode

Im(f) = VeCt(f(‘ﬁ):f(ez):f(e3)rf(e4))
f(e1) = (1,0,1); f(ez) = (1,0,1); f(e3) = (0,1,1); f(es) = (0,1,1)
Commef(e;) = f(e;) etf(es) = f(es)
Im(f) = Vect(f(el),f(e3))
f(ey) etf(e3) ne sont pas proportionnels, ils forment une famille libre, comme cette famille est
génératrice dém(f), c’est une base de Im(f).
Deuxieme méthode
D’apres le théoréme du rang
dim(ker(f)) + dim(Im(f)) = dim(R*) & 2 + dim(Im(f)) = 4 & dim(Im(f)) = 2
Ensuite on cherche deux vecteurs non proportionnelsidg), par exemplg (e,) et f(e3), ils forment
une famille libre dans un espace de dimengiatiest une base.
Allez a: Exercice 13

Correction exercice 14.
1. Soientx = (x4, x,x3) ety = (y4,¥,,y3) deux vecteurs dR3. Soient] etu deux réels.
Ax + py = (Axg + py1, Axy + py,, Axs + uys)
u(Ax + py) = (—2(1x1 + uy1) + 4(Ax; + py,) + 4(Axz + pys), —(Axg + pyq) + Axs
+ uys, —2(Axy + py1) + 4(Ax, + py,) + 4(Axs + IU’3))
= (A[=2x1 + 4x; + 4x3] + u[—2y, + 4y, + y3], A[—x; + x3]
+ ul=y1 +y3l, A[=2x; + 4x; + 4x3] + u[—2y; + 4y, + y30)
= A(—2x; + 4x, + 4x3, —x1 + X3, —2x1 + 4x; + 4x3)
+ u(=2y; + 4y, + 4y3, —y1 + y3, —2y1 + 4y, + 4y3) = u(x) + pu(y)
Doncu est linéaire.

X1
2. Soitx = (x1,x;,x3) € ker(u) etX = <x2> ses coordonnées dans la base canonique.
X3
—le + 4‘x2 + 4x3 =0 B B 1
xeker(u)@{ —x,+x3=0 @{ x1+ixz=+x2x3—0@{2x§c+=x;_0®{x2:_5x3
—2x1 +4x; +4x3 =0 ! 3 1 3 X1 = X3

1 X
X = <x3,—§x3,x3) = ?3(2,—1,2)

a=(2,—1,2) = 2e; — e, + 2e5 est un vecteur non nul qui engenlee(u), c’est une base de ker(u).
Im(u) = Vect(u(el),u(ez),u(e3))
D’apres le théoréme du rang,
dim(ker(u)) + dim(lm(u)) =dim(R3) © 1 + dim(]m(u)) =3 dim(lm(u)) =2
u(e;) = —2e; —e; — 2e3 = (—2,—1,-2) etu(e,) = 4e; + 4e; = (4,0,4), ces deux vecteurs ne sont
pas proportionnels, ils forment une famille libre le(w) qui est de dimension Zu(e;), u(e;)) est
une base dén(u).
3. ker(w) ® Im(w) = R® & (a,ule;),ule,)) est une base d@°.
Il est presque évident que
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u(e;) +ulez) =a
Sinon on calculera + fu(e;) + yu(e;) = Ogs et on s’apercoit que « = 1, § = —1 ety = —1 est une
solution non nulle.
(a, u(ey), u(ez)) n’est pas une base, donc on n’a pas ker(u) @ Im(u) = R3
Allez a: Exercice 14

Correction exercice 15.
1.
u(x) = ulx,eq + x3e, + x3e3) = xquley) + xu(ey) + x3ules)
= x,(2e; + e, + 3e3) + x,(e; — 3e3) + x3(—2e, + 2e3)
= 2x161 + (g + x5, — 2x3)e, + (3x1 — 3x, + 2x3)e;
= (2xq, %1 + x5 — 2x3,3x1 — 3%, + 2x3)
2. f(Ogs) =0gs =2XO0pgs = 0gs EE
Soientx ety deux vecteurs dg, alorsu(x) = 2x etu(y) = 2y
Soientl et u deux réels
u(Ax + py) = Aulx) + pu(y) = 12x) + u(2y) = 2(Ax + py)
Doncix + uy € E etE est un sous-espace-vectorielRfe
f(O]R3) =0ps = —Opz >0z EF
Soientx ety deux vecteurs dE, alorsu(x) = —x etu(y) = —y
Soienth et u deux réels
u(Ax + py) = Au(x) + pu(y) = A(=x) + u(=y) = —(Ax + uy)
DoncAx + uy € F etF est un sous-espace-vectorielRfe

3.
x€E e ulx) =2x © (2xq,x; + x5 — 2x3,3x1 — 3x5 + 2x3) = 2(xq, X2, X3)
2x1 = 2x4 —
& { X;+x, —2x3 =2x, & {xlg-; Xi;;xiz 0 {);1 ;9:)2
3x; — 3%, + 2x3 = 2x3 1 2= 3
Doncx = (xq,x1,x3) = x1(1,1,0) = x,(e; + €3)
e1 + e, # Ops, il s’agit d’une base deE.
x€EF o ulx)=—x e (2x,3x; — x3,3%x; — 3%, + 2x3) = —(xq, x5, X3)
2x1 = —Xx 3x; =0 . =0
@{ X1+ X, — 2x3 = —X; @{x1+2x2—2x3:0 @{xlzx
3x1 — 3x3 + 2x3 = —x3 3x;1 —3x; +3x3=0 2 3
Doncx = (0,x3,x3) = x3(0,1,1) = x3(e, + e3)
e, + ez # Ogs, il s’agit d’une base de F.
4.

dim(E) + dim(F) =14+1=2
Donc il n’y a pas somme directe.
Allez a: Exercice 15

Correction exercice 16.
1. Soientu,u’ deux vecteurs dB_,, alorsf(u) = —uetf(u') = —u'. Soienti, A’ deux réels.
fAQu+2Au) =Af (W) + A f@') = A(—u) + A(—u") = —(Au + A'u’)
La premiere égalité cdrest linéaire, la seconde aaetu’ sont dan€_;,
La troisieme montre queu + A'u’ € E_;
f(Ogs) = Ogs = —Ops
La premiére égalité car ’image du vecteur nul par une application linéaire est toujours le vecteur nul, la
seconde égalité montre q0gs € E_;.
E_, est un sous-espace vectorielRfe
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Soientu, u’ deux vecteurs dB,, alorsf(u) = uetf(u") = u'. Soienti, ' deux réels.
fAu+2Au) =Af(w) + A f@W') = u+ A
La premiére égalité cgrest linéaire, la seconde aaetu’ sont dang;,
La seconde montre que + A'u’ € E;
f(Ogs) = Ogs
La premiere égalité car ’image du vecteur nul par une application linéaire est toujours le vecteur nul,
cela montre aussi quigs € E;.
E; est un sous-espace vectorielRfe

1 2 2 2 1 2
fles—e;) =f(e) —fley) = —591 +§ez +§es - (531 —592 +§93) =—e;te;=—(e;—ey)
DOﬂC6’1 - 6’2 E E—l

1 2 2 2 2 1
f(es —e3) = f(e) — f(e3) = —591 +§ez +§es - (531 +§e2 —593) = —e; te3=—(e; —e3)
DOﬂC6’1 - 6’3 E E—l

fles +e,+e3)=f(e) + fey) + f(e3)
1 2 2 2 1 2 2 2 1

=—ze tsetsest+se—se;tsestse tse;—se3=e te,te

Donce; + e, +e3 € E;
3. Les vecteurg, — e, ete; — ez ne sont pas proportionnels, ils forment une famill& de donc la
dimension de; est supérieur ou égaka
E; a un vecteur non nul, donc sa dimension est supérieur ou £gal a
4. Soitu € E_;{ NE;, f(u) = —uetf(u) =u donc—u = u, ce qui signifie que le seul vecteurig N
E; est le vecteur nul.
E_;1NE; = {Ogs}

5.
dim(E_; + E;) = dim(E_;) + dim(E;) —dim(E_; N E;) = dim(E_;) + dim(E;) =2+ 1 =3
Comme
E,+E cR3
On a
dim(E_; + E;) <3
Finalement

dim(E_; + E;) =3
Remarque : cela entraine gdien(E_,) = 2 etdim(E;) =1
L’intersection de ces sous-espaces vectoriels étant réduit au vecteur nul on a
E,®E =R3
6. On peut calculef?(ey), f2(e,) et f?(e3) pour s apercevoir que ces vecteurs valent respectivement ej,
e, etes. Mais c’est long.
Autre méthode

D’aprés la question précédente (e; — e,,e; — e3,e; + e, + e3) est une base dR3.
(Une base dé_; collée a une base dg donne une base @& si et seulement $i_; @ E; = R3).
Tous les vecteurs dR® s’écrive de maniére unique comme une combinaison linéaire de ces trois
vecteurs, il suffit de montrer que&(e; — e,) = e; — ey, f2(e; —e3) = e; — e et quef2(e; + e, +
e3) =e; +e,+es
La, j’ai fait long, en fait il suffit de montrer les égalités ci-dessous

fler—ep) = f(f(e1 - ez)) = f(—(el - ez)) =—f(e1—ez) = —(—(91 - ez)) =é— €&
Care; —e, €EE_4

fle1 —e3) = f(f(el - 93)) = f(—(91 - 93)) =—f(e1—e3) = —(—(91 - 93)) =eé;—¢€3
Care; —e; €E_;
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filei+e,+e)=f(fler+e,+e))=fles+e;+e)=e +e,+e;
Care; +e, +e3 €EE;
Par conséquenft? = idgs
Cela montre qu¢g~! = f et quef est bijective.

Remarque :
Avec les matrices on retrouve ce résultat plus facilement.

Allez a: Exercice 16

Correction exercice 17.

1.
r2 2 1
§a+§,8+§y=0
2a—2+y=0
2 1 2
aa+,8b=yc=0[R3@<—§a+§ﬁ+§y=0® —2a+f+2y=0
1 5 5 a—2+2y=0
L 3973F*37=0
Ly 2a—=2+y =0 a=0
= L2+L1[ —L+3y=0 (:){[?:0
2L3—L1 y:() y=0
(a, b, c) est une familléibre a trois vecteurs dans un espace vectoriel de dimension 3, ¢’est une base de
R3.
2.

u(x) = u(xie; + x2e; + x3e3) = xyuler) + xpule;) + xzules)
= x,(3e; + e; —e3) + x3(e; + 7ey) + x3(—e; — e3)
= [3x; + x3 — x3]e; + [x1 + 7xz]e; + [—x; — x3]es
= (3xy + x5 — x3,%1 + 7x3, —X1 — X3)

3. a= §(2,—2,1) donc
1 1
u(a) = 5(3 X2=2—-12+7x%x(=2),-2—-1) = 5(3,—12, —3) =(1,-4,-1)

1 1
3a —3c=3x 5(2, -21) —-3x 3 (1,2,2) = (2,-2,1) — (1,2,2) = (1,—4,-1)
On a bieru(a) = 3a — 3¢
b= §(2,1, —2) donc
1 1
u(b) = 5(3 X2+1—(-2)2+7-2-(-2)) = §(9,9,0) = (3,3,0)

3b+3c=3xX %(2,1, —-2)+3x %(1,2,2) =(2,1,-2)+(1,2,2) = (3,3,0)
On a bienu(b) = 3b + 3¢
c= %(1,2,2) donc
u(c) = %(3 +2-2147x%x2,-1-2)= %(3,15, —3) =(1,5,-1)

1 1 1
—3a+3b+3c=-3X §(2, -2,1) +3x 3 (21,-2)+3x 5(1,2,2)

= _(2; _le) + (2I1F _2) + (1I2P2) = (1I5l _1)
On a bienu(c¢) = —=3a + 3b + 3¢
Allez a: Exercice 17

Correction exercice 18.
1. Soientu = (x,y,z) etu’ = (x',y’,z") deux vecteurs dR3 et soientl et A’ deux réels
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Au+u =Ux+ A% Ay + Ay 2z+ 22"
p(Au + A'u") = (Z(Ax +Ax)+Ay+ Ay +2QAz+22"), 2y + Ay, —(Ax + V'x") — Ay + A'y")

—(Az+ /1’2’))
=(A2x+y+22) + 21 Q2x" +y' +22),y + Ay, A(—x —y — z)
+A(—x"—y' —2")
=A2x+y+2z,y,—x—y—z2)+2V2x"+y' + 22",y —x'—y' —2")
=Ap(w) + A'p(u)

p est une application linéaire.

2.
p(er) = (2,0,—1) = 2e; —e3;p(e;) = (1,1,—1) = e; + e, —e3;p(e3) = (2,0,—1) = 2e; —e3
p*(e;) = P(P(eﬁ)) =p(2e; —e3) = 2p(e;) —p(e3) = 2(2e; —e3) — (2e; — e3) = 2e; —e3
= p(ey)
p*(ey) = P(P(ez)) =p(e; + e, —e3) = pley) + ple;) —ples)
=2e,—es;+e +e,—e;—(2e;,—e3) =e;+e, —e; =p(e,)
p*(e3) = P(p(es)) =p(2e; —e3) = 2p(ey) —p(ez) = 2(2e; — e3) — (2e; — e3) = 2e; —e3
= p(es)
Donc pour toutt € R3, p?(u) = p(u) et dongp? =p
3.

Im(p) = vect(p(e1), p(ez), ples)) = vect(p(er), pley))
(p(ey), p(ez)) est une famille de vecteurs non colinéaires, elle est donc libre, de plus etidrenge
Im(p), ¢’est une base de Im(p).
u=(x,v,z) Eker(p—1Id) & (p —Id)(u) = 0gs @ p(u) —u =0gs © p(uw) =u
2x+y+2z=x
o 2x+y+2z,y,—x—-y—2z)=(xy2) & y=y
—XxX—y—z=12
x+y+2z=0
s y=y ox+y+2z=0x=-y—22
—X—y—2z=2z2
u=_(-y-2zy,z) =y(-110) + z2(-2,0,1) = y(—e; — 2e3) + z(—2e; + e3)

ker(p — Id) = Vect(—e; — 2e3,—2e; + e3)
(—e; — 2e3, —2e; + e3) est une famille de vecteurs non colinéaires, elle est donc libre, de plus elle
engendrdm(p), c’est une base de ker(p — Id)
Les composantes c{e(el),p(ez)) vérifientx + y + 2z = 0 doncIm(p) c ker(p — Id) et comme ces
deux sous-espaces vectoriels sont de dimerssilsrsont égaux.

4. D’apres le théoréme du rang

dim(ker(p)) + dim(Im(p)) = dim(R®) = 3
Siu € ker(p) N Im(p) = ker(p) N ker(p — Id) alorsp(u) = Ogs etp(u) = u doncu = Ogs, ce qui
montre queéker(p) N Im(p) = {Og3} et par conséquent

ker(p) @ Im(p) = R®

Allez a: Exercice 18

Correction exercice 19.
1. SOItxl € El’ (f - ld)(xl) = OE (=4 f(xl) _xl = OE (=4 f(xl) = x1
Soitx, € E3, (f +id)(xz) =05 © f(x2) + x, = 05 © f(x3) = —x;
f(x)+x fl)—x

2. On posex; = . etx, = — .

33



Applications linéaires, matrices, déterminants Pascal Lainé

flx)+x 1 1
fG) = f (T =Z (P + ) = 5 (x + @) =%,
Donc, d’apres la premicre question, x; € Ej.
De méme
flx)—x 1 1
o) = (<L) = -3 (70 - 1) = -3 G- 1) = x4
Donc, d’aprées la premicre question, x, € E,.
Commex = x; + x,,0nakE; +E, = F
Il reste a montrer quB; N E, = {0}
Six € E; NE, alorsf(x) = x etf(x) = —x doncx = —x ce qui montre que est le vecteur nul.
3. flup=v;pourl <i<retf(v,))=-v;pourr+1<i<n
Remarque :
La matrice dg dans cette base est :

Allez a: Exercice 19

Correction exercice 20.
1. D’apres le théoréme du rang
dim(ker(w)) + dim(Im(w)) = dim(R?) & dim(Im(u)) =2-1=1
Par conséquent(e,) etu(e,) sont proportionnels et alors
u(e,) = au(ey) = ae; + ae,

u(x) = u(xye; + xy63) = xjuleq) + xuley) = x1(eg + e3) + alxie; + xze3)
= (x; + axy)e, + (x, + axy)e, = (x1 + ax,, x, + ax,)

u(e,) = au(e;) © ule,) — au(e;) = Ogz © u(e, —aeq) = Oge
e, — ae; est un vecteur non nul der(u) etker(u) est une droite, donc il s’agit d’une base de ker(w).

Allez a: Exercice 20

Correction exercice 21.

1.
fle) =1
fle) =1
flez3) =1
fles) =1

Donc
Im(f) ={1} et dim(im(f)) =1
2. Dr’apres le théoréeme du rang
dim(ker(f)) + dim(Im(f)) = dim(R*) & dim(ker(f)) = 3
x = (x4, %2, X3,%4) € ker(f) © x = (—x3 — X3 — X4, X2, X3, X4)
= x,(-1,1,0,0) + x3(—1,0,1,0) + x,(—1,0,0,1)
On posex = (—1,1,0,0),b = (—1,0,1,0) etc = (—1,0,0,1)
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(a, b, c) est une famille génératrice Ber(f) avec trois vecteurs dim(ker(f)) = 3 donc(a, b, c) est
une base dker(f).
Allez a: Exercice 21

Correction exercice 22.
1. Soitx,x" € R", x = (x4, X3, ..., X,) €tx" = (%1, %3, ..., %) €14, A €ER
uAx +A'x") = Ay + Vx) + (Axy + A'x3) + -+ (Ax, + A'xp,
= A0 +xy + i txy) FA (g x5 + o+ xp) = Aulx) + Au(x’)
Doncu est linéaire
2. u(e;) =uley) =-=ule) =1 doncdim(ﬂm(u)) =1
D’apres le théoréme du rang
dim(ker(u)) + dim(ﬂm(u)) = dim(R") © dim(ker(u)) =n—1
Allez a: Exercice 22

Correction exercice 23.
Supposons (a)
Siy € Im(u) alors il existex € E y = u(x) alorsu(y) = u?(x) = 0y alorsy € Ker(u)
DoncIm(u) c ker(u)

D’apres le théoréme du rang

dim(ker(u)) + dim(lm(u)) = dim(F) © dim(ker(u)) + % =n < dim(ker(u)) = %

Im(u) c ker(u) et ces deux espaces ont la méme dimension, donc ils sont égaux.
Supposons (b)
D’apres le théoréme du rang
dim(ker(u)) + dim(Im(u)) =dimE © 2 dim(Im(u)) =n& 2rg(u) =n
Pour toutx € E, u(x) € Im(u) doncu(x) € ker(u) doncu(u(x)) = 0z doncu? = 0.
Allez a: Exercice 23

Correction exercice 24.
Si u est injective alors st € ker(u) © u(x) = 0 © u(x) = u(05) = x = 05 caru est injective, ce
qui montre quéer(u) = {0z}.
Siker(u) = {0z} alorsu(x) =u(y) @ ulx) —u(y) =0 culx—y)=0=>x—y =0
carker(u) = {0z}, et doncx = y ce qui montre que est injective.
Allez a: Exercice 24

Correction exercice 25.

1. (u—2idg)(x) =05 @ ulx) —Ax =0 © ulx) = Ax
u(0) =0, =A% 0; = 0; €E,
Soientx; etx, deux vecteurs dB,, on a fx;) = Ax, etu(x,) = Ax,
Soienta, eta, deux réels.

u(agxqy + azxy) = agu(xy) + ayulxy) = adxg + azdx, = Aagxq + azxy)

Doncax; + a,x, € E;
E; est un sous-espace vectorielrle

2. F est un sous-espace vectorieltldonc0; € F par conséquent(0z) = 0z € u(F)
Pour toutx; etx, dansF. Pour toulx; eta, réels. On ax,x; + a,x, € F
Soienty, ety, dansu(F), il existex; etx, dansF tels quey; = u(x;) ety, = u(x,)
Alors

ayy; + azy; = aqulxg) + apulx;) = ulax; + azx;)
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Caru est linéaire, donc

a1y + azy, = ulax; + azx;) € u(F)
Carax; + ayx, € F.
Par conséquent(F) est un sous-espace vectorielRle

3. Six € E; alorsx = %u(x) =u (%x) € u(E,) donckE, c u(Ey)

Siy € u(E,) il existex € E; tel quey = u(x) doncy = Ax € E;, ce qui montre que(E,) c E;
Finalement
u(Ey) = E;
Allez a: Exercice 25

Correction exercice 26.
1. Supposons que soit surjective, alorém(u) = F par conséquentim(Im(u)) = p et d’aprés le
théoreme du rang
dim(ker(u)) + dim(lm(u)) = dim(F) © dim(ker(u)) + p = n & dim(ker(uw)) =n—-p <0
Ce qui n’est pas possible, donc u n’est pas surjective.
2. Supposons gue soit injective, alorker(u) = {0z} par conséquentim(ker(u)) = 0 et d’apreés le
théoréme du rang, comnim(u) < F entraine quelim(Im(u)) < p
dim(ker(u)) + dim(lm(u)) = dim(F) © dim([m(u)) =noen= dim(lm(u)) <p
Ce qui n’est pas possible, donc u n’est pas injective.
Allez a: Exercice 26

Correction exercice 27.
Soity € ker(f) nim(f), il existex € E tel quey = f(x), etf(y) = Og

Doncf2(x) = f(f(x)) = f(y) = 0 doncx € ker(f2), commey = f(x),y € f(ker(f2))
On a montré que

ker(f) nim(f) c f(ker(f?))
Soity € f(ker(f?)), il existex € ker(f?) tel quey = f(x), ce qui montre que € Im(f) et comme

f) = f(f(x) = f2(x) = 0g on ay € ker(f)
On a montré que

f(ker(f?)) c ker(f) nim(f)
Et donc

ker(f) nim(f) = f(ker(f2))

Allez a: Exercice 27

Correction exercice 28.
Soity € f(ker(g o f)), il existex € ker(g o f) tel quey = f(x)
Doncy € Im(g),
D’autre part x € ker(g o f) donc(g o f)(x) = g(f(x)) = Ogn, par conséquent(y) = g(f(x)) = Ogn,
ce qui montre qug € ker(g).
On a dong € ker(g) N Im(f), on a montré que
f(ker(g ° f)) < ker(g) n Im(f)
Soity € ker(g) n Im(f)
y € Im(f) donc il existex € R™ tel quey = f(x)
y € ker(g) doncg(y) = Oxn
On en déduit quegr = g(¥) = g(f(x)), ce qui montre que € ker(g o f) et commey = f(x) cela

montre quey € f(ker(g o f)).
Allez a: Exercice 28
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Correction exercice 29.
1. Soitx € ker(u), u(x) = 0g, doncu?(x) = u(u(x)) = u(0g) = 0 doncx € ker(u?), ce qui montre
que
ker(u) c ker(u?)
2. Soity € im(u?), il existex € E tel quey = u?(x) = u(u(x)), autrement dit il existe’ = u(x) tel que
y = u(x"), ce qui montre que € im(u).
Allez a: Exercice 29

Correction exercice 30.
Supposons quker(u) N im(u) = {05} et montrons quker(u) = ker(u o u)
Six € ker(u) alorsu(x) = 0g alorsu(u(x)) = u(0g) = 0 alorsx € ker(u o u)
Cela montre quker(u) < ker(u o u)
Six € ker(uou) alorSu(u(x)) = 0g, on posey = u(x) € Im(u) et commeu(y) = 0g, y € ker(u) N
im(u), d’apres (i) y = 0 et doncu(x) = 05 ce qui signifie quer € ker(u)
Cela montre quier(u o u) c ker(u) et finalemenker(u) = ker(u o u)
Supposons quker(u) = ker(u o u) et montrons quker(u) N Im(u) = {05}
Soity € ker(u) N Im(w), il existex € E tel quey = u(x) etu(y) = 0g, cela entraine que(u(x)) =
0g, autrement dik € ker(u o u), d’apres (ii) x € ker(u) doncy = u(x) = 0g, cela montre bien que
ker(u) nim(u) = {0z}
Allez a: Exercice 30

Correction exercice 31.

1.
a)
u(x) = u(x,e; + xze; + x3e3) = x1u(ey) + xuley) + x3ule;)
=x1(fi + 2f2) + x,2f1 — f2) + x3(—f1 + f2)
= (X1 + 2x; —x3)f1 + Qxy — x5 + x3)f2 = (%1 + 2x5 — x3, 2% — x5 + x3)
b)
u(ey) u(ey) wu(es)

A = Mat,(u) = (1 2 —1) S

2 -1 1) f2
c)

X = X1,X2,X € Ker(u) & ulx) = 2
( 3) € Ker(w) (x) = Og
X1
0 1 2 -1 (0 x1+2x2—x3>_ 0
@AX_(())@(Z -1 1)<zz>_(0)®<2x1—x2+x3 _(0)
Ll{xl+2x2_X3=O<:> Ll {x1+2x2—x3=0
LZ le_xZ +X3=0 L2_2L1 _SXZ+3X3=O

3 1
x1+2><§.X'3_x3:0 X1:_§x3
< 3 < 3

X2 =§x3 x2=§x3

Doncx = (—§x3,§x3,x3) = %3(—1,3,5), on en déduit quker(u) = Vect(a) aveca =
(=1,3,5).
On en déduit qudim(ker(u)) = 1 et d’aprés le théoréme du rang :
dim(ker(w)) + dim(Im(w)) = dim(R?) & dim(Im(u)) = 2
Or Im(u) est un sous-espace vectorielRfedoncim(u) = R2.
Une autre méthode est d’écrire que :

Im(u) = Vect(u(el),u(ez),u(eg))
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Puis, avec le théoreme du rang, de dire que la dimension de cet espadesaffit donc de
trouver deux vecteurs non colinéaires dangu), soit par exempléu(e;), u(e;)) ou
(u(el),u(eg)) ou encore(u(ez),u(e3)), pour trouver une base (libre plus le bon nombre de
vecteurs égal base). Mais je pense que si on ne remarque gas(gqlie= R? on a raté quelque
chose parce que cela signifie quest surjective.

a) Soitx = xje; + xye; + x3e3 = (X1, X3, X3)
u(x) = ulxie; + x5 + x3e3) = xule;) + xuley) + x3ules)
= x,(3e; + 2e, + 2e3) + x,(2e; + 3e, + 2e3) + x3(2e, + 2e, + 3e3)
= (3x1 + 2x, + 2x3)eqy + (2x1 + 3x, + 2x3)e, + (2x1 + 2x, + 3x3)es
= (3xq + 2x5 + 2x3,2x1 + 3%, + 2x3,2x1 + 2%, + 3x3)
b) Histoire de changer de méthode je ne vais pas faire comme dans le 1.
Les coordonnées dgx) dans la base sont
3x1 + 2x5 + 2x5 3 2 2\ /X%
<2x1 + 3x, + 2x3> = (2 3 2) <x2> = AX

2xq + 2x5 + 3x3 2 2 3/ \X3

3 2 2
A= Mat,(u)=|2 3 2

2 2 3

Ou

0 3x1 + 2x5 + 2x5 0
x = (x1,x3,%x3) EKer(u) © u(x) = 0z © AX = (O) = <2x1 + 3x, + 2x3> = (0)

0 2x1 + 2x5 + 3x3 0
Ly {Bxl +2xy +2x3 =0 Lq {Bxl + 2x, +2x3 =0

<:>L2 2x1+3x2+2x3=0(:)3L2—2L1 5x2+ZX3:0

L3\2x; +2x, +3x3 =0 Ly —1L, —X, +x3=0
Ly 3%y +2x, +2x3 =0 x, =0
s L { S5x, +2x3 =0 @{xz =0
S5L; + L, 7x3 =0 x3=0

Doncker(u) = {Ogs}
On peut utiliser le théoréme du rang, mais je vais faire plus théorique (pour Bst)un
endomorphisme dont le noyau est réduit au vecteur nul est une injeatsodonc une bijection,
doncu est surjective dm(u) = R3.

Allez a: Exercice 31

Correction exercice 32.
1.
a) Les coordonnées du vecteat(x) dans la basg sont :

1 0\ , X1
AX=|-1 2 (xl) = | —x; + 2x,
1 1/ 77 X1+ X

Doncu(x) = (xq, —x1 + 2x3, %1 + x3)
b) ule)) = f1—f2 + fzetuler) =2f2+ f3

c)
0 xl 0 xl = 0
x € ker(u) © u(x) = 0gs © AX = (0) =3 (—x1 + 2x2> = <0> =3 {—xl +2x,=0

0 X1+ X 0 x;+x, =0
o {xl =0
x, =0
Doncker(u) = {0z}
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Im(u) = Vect(u(el),u(ez))
u(e,) etu(e,) sont deux vecteurs non proportionnels donc il forme une famille libfs (ie), cette
famille étant génératrice, ¢’est une base de Im(u).

Remarque
Ici le théoréme du rang ne sert pas a grand-chose.
Dans ce cagn(u) est un plan d&3.
2.
a) Les coordonnées du vectetlx) dans la base sont :
1 0o 2 -1 X1 X1+ 2x3 — X4
ax=|-1 2 0 -1)[*]_ —x1 + 2% — X4
1 -1 1 0 || X1 — Xy + X3
2 3 7 =5/ \X4 2x1 + 3x, + 7x3 — 5x4
u(x) = (1 + 2x3 — x4, —x1 + 2Xx5 — X4, %1 — Xo + X3,2%1 + 3% + 7x3 — 5x4)
b)
u(e;) = e; —ey +e3 + 2e4,u(ey) = 2e, — e + 3e,,u(es) = 2e; + e3 + 7e,etule,) = —ey — e, — Sey.
c)
0 X1+ 2X3 = X4 0
x €ker(u) ©® u(x) = 0z & AX = 8 o ;Cllj'ixi x3x4 _ g
0 2x1 + 3x, + 7x3 — 5x4 0
Ly (%1 +2x3—x4,=0 Ly X1 +2x3 — x4, =0
@Lz —x1 + 2x, —x4=0(:)L2+L1 2xy +2x3 —2x4 =0
Ly ) x1 —x, + x3 =0 L+ L, X, +x3 —x4=0
Ly \2x1 + 3%, +7x3 —5x4, =0 Ly — 2L, 3x, +3x3—3x4, =0
x +2x3—x,=0 X =—2x3+x
@{ ' X +x33 —xj = 0@{9612 = —x33+x44
Un vecteur déker(u) s’écrit x = (—2x3 + x4, —X3 + X4, X3,%4) = x3(—2,—1,1,0) +
x4(1,1,0,1) si on pose = (—2,—1,1,0) etb = (1,1,0,1) alors
ker(u) = Vect(a, b)
a etb ne sont pas propotionnels, ils forment une famille librkettéu), ¢’est une famille
génératrice dker(u)et donc une base der(u)
D’apres le théoreme du rang
dim(ker(u)) + dim(lm(u)) = dim(R*) © 2 + dim(]m(u)) =4 o dim(Im(u) = 2
D’autre part :
u(e;) = e; — ey + e3 + 2e4, ule,) = 2e, — e3 + 3e, sont deux vecteurs non proportionnels de
Im(w), (u(ey),u(e,)) est une famille libre & deux vecteurs dans un espace vectoriel de
dimension2, ¢’est une base de Im(u).
Remarque :

Im(u) = Vect(u(ey), u(e,), u(es), u(e,s)) ne sert a rien dans cette question.
Allez a: Exercice 32

Correction exercice 33.

1.
a)
e; = (1,0,0) = u(e;) = (1,2,3) = e; + 2e, + 3e;
e, = (0,1,0) > u(ey) = (1,0,1) = e; + e
e; = (0,0,1) @ u(e3) =(0,—-1,—-1) = —e, — 5
b)
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u(ey) wu(e) wu(ez)

e
A = Mat,(u) = <% (1) _01> el
3 1 -1/ €3
c)
x € ker(u) © u(x) = Ogs & (xq + x3, 2% — x3,3%1 + x5, — x3) = (0,0,0)
Ly X1 +x,=0 L, X1 +x,=0 _
X1 = —X2
@LZ{ 26, —x3=0 &L, —2L1{—2x2—x3 = 0@{x3 — o,
L3\3x; +x,—x3=0 L3 —3L;\-2x, —x3=0
x = (—xy,%5, —2x3) = x,(—1,1,—-2)
a=(-1,1,-2), ker(u) = Vect(a).
D’apres le théoréme du rang
dim(ker(u)) + dim(lm(u)) =dim(R?®) & dim(lm(u)) =3-1=2
I suffit de trouver deux vecteurs non colinéaires (qui forment donc une famille libre) dans
Im(u), par exempleu(e,) etu(e,) (on aurait pu prendre(e;) etu(es) ouu(e,) etu(es)).
Im(u) = Vect(u(el),u(ez))
Il est totalement inutile de chercher une relation emfeg), u(e,) etu(ez) car le théoréme du
rang donne la dimension de I’image de u.
2.
a)
e; = (1,0,0) > u(e;) =(1,1,1) = e; + e, + 5
e, =(0,1,0) > ule;) =(1,1,1) =e; + e, + 5
es = (0,0,1) = u(ez) = (0,0,0) = Ops
b)

u(e;) u(ez) u(e3)e1
Mat,(u) = (1 1 8) e,
1 1 o/ €
C) x = (xq1,x3,x3) Eker(u) © u(x) =0gs & (3 + x5, %1 + x5, %1 + x,) = (0,00) © x; +x, =0
Un vecteur déer(u) est de la forme = (x;, —x;,x3) = x,(1,—1,0) + (0,0,1) x5
Si on poser = (1,—1,0) eth = (0,0,1), Ker(u) = Vect(a, b)
a etbh sont deux vecteurs non proportionnelsk@ée (u) ker(u), cette famille engenddeer(u) il
s’agit donc d’une base de ker(u). Pour I’image, pas besoin du théoréme du rang, on pose ¢ =
(1,1,1)
Im(u) = Vect(c,c,0gs) = Vect(c)
Im(u) est la droite engendrée par
Allez a: Exercice 33

Correction exercice 34.

1. soitx € R*etX = ses coordonnées dans la base canonique.
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X1

1 2 1 3 X 0 X1+ 2xy +x3+3x4, =0

xEker(f)@AXzORu:)(l 1 2 1 ) xz =(0)@{ X1 +x, +2x3+x, =0
1 -2 5 —-11/\° 0 Xy — 2%, + 5x3 — 11x, = 0

X4
L1 x1+2x2+x3+3x4:0 x1+2x2+X3+3X4:0
@LZ_Ll{ —x2+x3—2x4=0 C}{ _x2+X3_2x4_:0
L3_L1 —4x2 +4x3 _14x4 = 0 _sz +2x3 _7X4_ = 0

= —X,+x3—2x, =0 &3 x,=x
LS—ZLz{ i —3;4:04 x24=03
x = (—3x3,x3,%3,0) = x3(—3,1,1,0)
On pose= (—3,1,1,0) ker(f) = Vect(a), c’est une base de ker(f).
2. D’apres le théoréme du rang

X1+ 2x, +x3+3x, =0 {xl = —3x3

dim(ker(f)) + dim(Im(f)) = dim(R*)

Donc
dim(Im(f)) =3

Comme

Im(f) c R3
Ona

Im(f) = R®
Et

rg(4) =3

Allez a: Exercice 34

Correction exercice 35.
A est la matrice d’une application linéaire de R> dansR*.

X1 X1
CAVPRER RS AN hevsbenters
X1 T Xz TX3T Xy T X5 =
X"iila{erm)@ 111 2 1 |iz|_ 0] Yoy + 2, + 23+ 2%, + x5 =0
\XS/ 2 1 1 1 1 \XS/ 0 21+ X3 + X3+ x4 +x5=0
Li(x1+x; +2x3+x4+x5=0 L4 X1 +x; +2x3+x,+x5=0
@L2{2x1+x2+x3+x4+x5=0(:>L2—2L1{ —Xy; —3X3— X4 — x5 =0
L3\xqy +x5 +x3+2x4 +x5 =0 Ly — L4 —x3+x,=0
X1+ X, +2x3+ x4, +x5=0 X1 = —Xy — 2X3 — X4 — X5
S —x;—3x3— X3 —x5 =0 (:){ X, = —3X3 — X4 — X5
X3 = X4 X3 = X4
X] = —Xy — 2X4 — Xq — Xc X1 = —(—4x, — X5) — 2x4 — X4 — Xsg
S Xy = —3Xx4 — X4 — Xs (:){ Xy, = —4x, — X5
X3 = X4 X3 = X4
X1 = Xg
S Xy = —4x, — X5
X3 = Xg

Donc
(%1, X9, X3, X4, X5) = (x4, —4Xy — X5, X4, X4, X5) = x4(1,—4,1,1,0) + x5(0,—1,0,0,1)
Les vecteur$1, —4,1,1,0) et(0,—1,0,0,1) ne sont pas proportionnels et ils engendrent le noyau, donc
ker(A) est de dimensioR.
D’apres le théoréme du rang
dim(ker(A)) + dim(]m(A)) =5
Ce qui montre queang(4) = dim(Im(4)) = 3.
Allez a: Exercice 35
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Correction exercice 36.

1.
13x1 - 8x2 - 12x3 = yl 13x1 - 8x2 - 12.X'3 = yl
Y=AX S AX=Y & {12x1 —Txy — 12x3 = y, & 1312 =121y {5x2 — 12x3 = 13y, — 12y,
6x1 — 4x; — 5x3 = y3 2L = L, —Xz +2x3=2y3 =y,

S 5L 4L { 5x, —12x3 = 13y, — 12y, 5x, = 13y, — 12y, + 12x3
3 T 72 =2x3 =10y3 — 5y, + 13y, — 12y, X3 =6y — 4y, — 5y3
13x; = y; + 8x, + 12(6y; — 4y, — 5y3)
& {5x, =13y, — 12y, + 12(6y; — 4y, — 5y3) = 60y; — 35y, — 60y;
x3 = 6y — 4y, — 5y3
13x, = 73y, — 48y, — 60y; + 8(12y; — 7y, — 12y3) {13x1 =169y, — 104y, — 156y,
=

13X1 - 8X2 - 12x3 =Y { 13x1 = yl + 8x2 + 12.X3
(=

And Xy =12y, =7y, = 12y; Xy =12y, =7y, —12y;
X3 = 6y; —4y; — 5y3 X3 = 6y; —4y; — 5y3
x; = 13y, — 8y, — 12y3 X1 13 -8 —-12\ /1
& {xz =12y, =7y, — 12y; & <x2> = (12 -7 —12) <y2>
X3 = 6y; — 4y, — 5y3 X3 6 —4 —-5/\)3
13 -8 -—-12
DoncA™! = (12 -7 —12) =A
6 —4 -5
Le mieux aurait été de changer les rélexdetx; dans le premier systéme.
2. A> =1doncA?™ = (A2)" =" =] etA*™1 = 424 = A.
Allez a: Exercice 36

Correction exercice 37.
1. et 2.

01 11¢0 1 1 2 1 1
A*=|1 0 1)1 0 1)=(1 2 1|=A+2IdoncP(X)=X?>—-X—-2

1 1 0/\1 1 0 1 1 2

-1 1 1
3. AZ—A=21=>A(A—1)=21<=Ax%=1doncA—1=%=§<1 -1 1)
1 1 -1

0 1 1\ /% V1 Xy + X3 =Y
AX =Yoo (1 0 1 Xp|l=[Y2]=3x1+x3 =Y,
1 1 0/ \x3 V3 X1+ X2 =Y3

Ici il y a un probléme pour appliquer le pivot de Gauss parce qu’il n’y a pas de termes en x; dans la
premiére ligne, il y a deux fagons d’arranger ce probléme, soit on intervertit x,€tx, Soit on intervertit la
ligne 1 avec une ligne ou il y a ufy, c’est ce que nous allons faire.

4,
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Ly +x3=y1 Ly(x + X3 =Y, Ly X1 + X3 =Y,
Lysxi +x3 =y, L, X, +x3=y; & L, X, + X3 =y,
L3\x1 +x, =y3 L3\x1 +x; =y3 L3—1L, Xo—X3 ==Y+ Y3
Lq X1 +Xx3 =Y, xli—x3+y2
_ Xy = —X3+Y
s L, Xy + X3 =y, S 1 1 1
L;— L, —2x3==y1=Y2t¥3 X3 =5Y1+5Y2 =53
. 1 1 1 . 1 1 1
X1 —(E}’1+EJ’2—§3’3)+3’2 x1=—§3’1+§3’2+§3’3 y
1 1 1 1 1 1 xl
S| X2 —(E}’1+E}’2—§3’3>+3’1=’< x2=§y1—§y2+§y3 A x;
1 1 1 1 1 1
L X3 =5Y1 ¥ 5Y2 =53 L X3 =5Y1Ft5Y2 =53
1 1 1
2 2 2
(1 1 1w V1
-z "z 7 |\
1 1 1] V3
2 2 2
Donc
1 1 1
/2 2 2\
1 1 1
A‘lzi 11 1
2 2
\1 1 1
2 2 2

Allez a: Exercice 37

Correction exercice 38.
1 0 0\/1 0 O 1 0 0
1. A2=<0 0 1)(0 0 1>=<0 -1 0)
0 -1 0/\0 -1 O 0O 0 -1
1 0 0 1 0 O 1 0 O
A3=A2A=<0 -1 0)(0 0 1>=<0 0 —1)
0O 0 -—-1/\0 -1 O 0 1 O
1 0 O 1 O 0 1 0 O 1 0 O 0 0 O
A3—A2+A—I=<O 0 —1)—(0 -1 0)+<0 0 1)—(0 1 0>=<0 0 0)
0 1 O 0O 0 -1 0 -1 O 0 0 1 0 0 O
0

2. 3 —A°+A-1=00AA*>—-A+])=1doncA ' =A4A2—-A+1
3. A3=A2—A+IdoncA4=A(A2—A+I)=A3—A2+A=(AZ—A+I)—A2+A=I

Allez a: Exercice 38
1 1
A-2]1=1|-1 -2
-1 -2

1 0 1 1 1 0 1 -1
(A—21)2=<—1 1 —2)(—1 —2>=<0 -1 1)
-1 1 -2/\-1 -2 0 -1 1
1 0 1\/0 1 -1 0 0 O
(A—21)3=(A—ZI)(A—21)2=<—1 1 —2)(0 -1 1>=<0 0 0)
-1 1 =2/\0 -1 1 0 0 O

Correction exercice 39.

__ Ok kO

Ce qui entraine que
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A3 —3Xx2A2+3x2%24-231=0
CarA etl commutent.
Ce qui équivaut a
A3 —6A2+12A-81=0
Soit encore
A3 — 6A% + 12A = 8I
Puis en divisant pa8 et en mettandl en facteur

A(lAz 34 +§1) =1
8 4 2
Ce qui montre qud est inversible et que
at=la2 3403,
8 4 2

Allez a: Exercice 39

Correction exercice 40.
1.
_ (ch(ty) sh(ty)) [ch(ty) sh(ty)
MM (e) = (sh(tl) ch(ti)) (sh(tz) ch(t§)>
_ (Ch(tl)ch(tz) + sh(t;)sh(t,) ch(ty)sh(t,) + sh(tl)ch(tz))
~ \sh(¢t;)ch(t,) + ch(t;)sh(t,) sh(t;)sh(t,) + ch(t;)ch(ty)
elr+etiela etz elr—pgligla —p7t2

ch(t;)ch(t,) + sh(t;)sh(t,) = > > + > >
elittz 4 olti=tz 4 o—titls 4 p=ti=tz  plitty 4 olti—tz 4 p—ti+tz 4 o=t1—t;
- 4 4
2etitta 4 26—(t1+t2)
= = Ch(tl + tz)

4
ef1 —e tielz t etz elifetielz —e7t2

sh(t,)ch(t,) + ch(t;)sh(t,) = 5 > + > 5
elitts 4 pti=ty _ g=titty _ p=ti=t;  plitts _ pti=tz 4 p=titty _ p=t1=t;
= +
4 4
2etittz 29—(t1+t2)
= = Sh(tl + tz)

4
2. det(M(t)) = ch?(t) —sh?(t) = 1 # 0 donc la matrice est inversible.

Or M(OM(=t) = M(0) = I donc(M(®) " = M(~t)
Allez a: Exercice 40

Correction exercice 41.
1.
Ei={x e R3u(x) =x}={x € R%u(x) —x = Ogs} = {x € R3, (u — Idgs)(x) = O3}
= Kker(u — Idgs)
DoncE; est un sous-espace vectorielRfe
1 2 =2\ /% X1 X1+ 2%y — 2x3 = x4
x €E; < u(x) =x<:>AX=X<:><2 1 _2><X2> = <x2><:>{2x1 +x, — 2x3 = X,
2 2 =3/ \X3 X3 2x1 + 2x; — 3x3 = X3
2x2—2x3=0 Xy = X3 X, = X5
@{ 2x1 —2x3 =0 @{ X1 = X3 ®{x2=x3
2x1 +2x, —4x3 =0 2x3+ 2x3 —4x3 =0
Par conséquent = (x5, x3,x3) = x3(1,1,1), on posexr = (1,1,1) c’est une base de E;.
2. Les coordonnées dgb) dans la base canonique sont
a4



Applications linéaires, matrices, déterminants Pascal Lainé

1 2 =2\/0 0
AXp=12 1 =2]l1])=|-1]=-%,
2 2 -3/\1 -1

Doncu(b) = —e; —e, = —b
Les coordonnées dec) dans la base canonique sont

1 2 -2\/1 -1
AX. =12 1 =2||l1|=|-1)=—-X
2 2 =3/ \2 -2

DOI’lCu(b) = —€e1 — €y — 283 = —C

3.
1 0 1
det(@,b,) =1 1 1|=1x|7 J|-ox|} Y+1x|! =120
1 1 2 1 2 1 2 1 1
Ce qui montre quéa, b, ¢) est une base dg3.
4,

1 0 1
P=11 1 1
1 1 2

X1 X1
5. On poseX = <xz> etX =1 x;

X3 X3
1 0 1\/x X\ L x  tx=x Ly (1 +x3=x
PX' =X& (1 1 1) xy | = (xz) S Ly x1+x+x5=x, ©L,— L1 x5 =—x1 +x,
1 1 2/ \x} X3 Lylxi+x5+2x5 =x3 Lz3—La{ xj=—x,+x3
X1 =—x3+X3 =X + X2 — X3 x1 1 1 -1\/%
o Xy = —X1 + Xy e|x|= (—1 1 0 )(xz>
X3 = —X; + X3 X3 0 -1 1/\x3
D’ou
1 1 -1
p~1l= (—1 1 0 )
0 -1 1
6.
u(a) u() ulc)
1 0 0\a
D= (0 -1 0 )b
0 0 -1/c
7. D=PAP

Allez a: Exercice 41

Correction exercice 42.
1. Soientx = (x4, x,) etx’ = (x1, x5) deux vecteurs dR? et soientl et1’ deux réels.
fQx + Xx") = f(Axy + Vxy, Ay + A'xh) = (Axg + Vx) — (Axg + A'xh), Ay + V') + (Axy + V'x3))
= (/1(x1 —xp) + A (x] —x3), A0xy +x3) + A" (xg + xé))
= A0 — X2, %1 + x2) + A (x1 — x5, x1 + x3) = Af () + A'f(x")
f est une application linéaire & dansR? doncf est un endomorphisme &&.

2 4= (0 )
3.

xl—x2=0 xl—x2=0 {x1=0
a)XEker(f)ﬁ{xl'{‘xZ:Oc}Ll-l_Lz{ 2x1:0 i x2:0
Doncker(f) = {Og2}
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On en déduit qu¢ est injective, comme de plug, est un endomorphismé, est surjective et donc
Im(f) = R2. (On aurait pu aussi invoquer le théoréme du rang)

b) Du a) on tire qué¢ est bijective et donc inversible (cela signifie la méme chose).

c)

Y1 =X —X
y=f) e Ly =fl,x) © ,y2) = (4 — 22, +x3) © {y; = xi + xz

1 1

Xy = Xq — i . —
{y1=x1—x2=) 21 1 )1/1 - X2 23’1+23’2 Y1
VitY=2% 7 |xy ==y, + =y, 1 1
2 2 X1=3Y1+t35)2
2 2
_ 1 +1
o Xy = 23’1 2)’2
1 1
x1=§y1+§y2

Doncf~'(y,y2) = (%yl + %yz, —%yl + %yz), ou, en changeant les rolesxdet dey :

1 1 1 1 1
[, %) = (§x1 +§x2,—5x1 +§x2)

EtA™ = %(_11 1)

4. La matrice d’'une homothétie est de la forme H = (h 0

0 h
). AlorsRH = h(

) = hl et la matrice d’une rotation d’angle «

cos(a) - sin(a))

sin(e) cos(a)

cos(a) —sin(a)
sin(a) cos(a)
(h cos(ad) —h sin(a))

hsin(a) hcos(a)

est de la faneR = (

Donc{hC(.)S(a) - 1, donc(hcos(a:))2 + (hsin(a))2 =124+12oh?2=2oh=\20uh=—-2
hsin(a) =1
cos(a) = —L
Sih = —V/2 alors V2 donca = 2 modulo2r.
sin(a) = —= *
V2
1
cos(a) = —=
Sih =2 alors V2 donca = Z modulo2r.
sin(@) = —= 4

V2
5. det(a,b) = H _11| = 2 # 0 donc(a, b) est une base de?.

6. Les coordonnées d&a) dans la baseey, e;) sont(i _11) (1) = ((2)) doncf(a) =2e, =a+b

Les coordonnées g&b) dans la basge,, e;) sont(1 _1) (_11) = ((2)) doncf(a) =2e;, =a—b

1 1
(1 -1
7. Matﬁl(f)_(l 1)
Allez a: Exercice 42

Correction exercice 43.

1.
1 2 2 1 2 2 . o
det(a,b,c) = |-1 -1 —2|= 1 -1 -2 =—| |=—(—1+2)=—1¢0
1 1 1l G=CGlyg o -1 -1 -
Donc(a, b, ¢) est une base dg?
2.
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1 2 2
P = (—1 -1 —2)
1 1 1
1 2 2\/% Y1 Ly (%1 + 2x2 +2x3 = ¥4
PX =Y & (—1 -1 —2) (xz) = (3’2) e L, {—x1 — Xz —2X3 =Y,
1 1 1 X3 Y3 Ly xy+x,+x3=y3
Ly (x1+2x,+2x3 =y, X1 = —2Xx, — 2x3+yq
@L2+L1{ X2 =y1t+¥: @{ X =Y1tY2
Lz + L, —X3 =Yt Y3 X3=—Y2— Y3
Xy = —2y1 =2y, + 2y, + 2y3 + 1 X1 =M1 +2y;3
‘:){ Xz =Y1tY2 @{xZZY1+)’2
X3 ="Y2—Y3 X3 = —Y2— Y3

-1 0 2
pl= < 1 1 0 )
o -1 -1
3. Les coordonnées dga) dans la basg sont
1 4 4 1 1
G2 256G
0 2 3 1 1
Doncu(a) = a
Les coordonnées ddgb) dans la basg sont
1 4 4 2 2
G GIRE
0 2 3 1 1
Doncu(b) = ¢
Les coordonnées ddc) dans la basg sont

2250

Donc

Doncu(c) = —b
Par conséquent

4.
a)
-1 0 2 1 4 4 1 2 2
PlAP = ( 1 1 0 )(—1 -3 —3) (—1 -1 —2)
0 -1 -1 0 2 3 1 1 1
-1 0 2 1 2 =2 1 0 O
=<1 1 0)(—1 -2 1>=<O 0 —1>=R
0 -1 -1 1 1 -1 01 0
b)

1 0 O 1 0 O 1 0 0
RE=(0 0 —-1]{0 0 -1]=(0 -1 o0
0 1 0 0 1 0 0 0 -1

1

1 0 O 0 0 1 0 0
R*=R?R?>=(0 =1 0 ]l0 =1 0o ])=(0 1 0o]=1I
0o 0 —-1/\0 0 -1 0 0 1

C) R= P7'AP & A = PRP™!
A* = PRP'PRP™'PRP~'PRP™! = PR*P~1 = pPIP~! =
Donc
A4—n — (A4)n ="=]
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Allez a: Exercice 43

Correction exercice 44.

-3 1 4
1. A= Matg(u) = ( 2 -1 —2)
-4 2 5
2. u(Ogs) = Ogs doncOgs € E
Soientx € E ety € E et A etu deux réelsu(Ax + uy) = Au(x) + puu(y) = Ax + uy, doncix + uy €
E, E est un sous-espace vectorielRfe
-3 1 4 X1 X1 —3x; +x; +4x3 = x4
x = (x1,x5,%3) EE & ( 2 -1 —2) <x2> = <x2> s { 2X1 — Xy — 2X3 = X,
-4 2 5 X3 X3 —4x; + 2x, + 5x3 = x3
—4x; +x, +4x3 =0 Li(—4x1 +x, +4x3 =0
@{ 2x1 —2x, —2x3 =0 (:)LZ{ X1 —%x,—x3=0
—4x, +2x, +4x3 =0  L3\—2x; +x, +2x3=0

L1 —4‘X1 + Xy + 4X3 =0 X = x
2L — Ly X, =0 2

Une base d€& est le vecteun = (1,0,1) et bien sudim(E) = 1.
3. Il est clair que le vecteur nul est ddhs
Soientx € F ety € F et/ etu deux réels
Ax + py = (Axg + py1, Axz + wyz, Axs + pys),
—2(Axy + pyq) + 2(Ax; + pyz) + 3(Axz + pys) = A(=2x1 + 2x, + 3x3) + pu(=2y; + 2y, + 3y3)
=0
DoncAx + uy € F. F est un sous-espace vectorielRfe

3 X
x=(xy,x5,%x3) EF & x = (xz + —x3,x2,x3) = x,(1,1,0) + 73(3,0,2)

2
On poseb = (1,1,0) etc = (3,0,2)
(b,c) est une famille génératrice deformée de deux vecteurs non proportionnels, cette famille es

donc libre.
-3 1 4 1 -2
-4 2 5 0 -2

Une base d€ est(b, ¢).
4. u(b) a pour coordonnées :

1 1 =2
det(a, b, u(b)) = 1 4 A -243=120
et(a, b,u(b) (1)3_12 |0 _2|+|1 1| + *

Donc (a, b, u(b)) est une base d&®.
On aurait pu montrer que la famille est libre, et dire qu’une famille libre a 3 vecteurs dans un espace de
dimension3 est une base.

5. dim(E) + dim(F) = 1+ 2 = 3 = dim(R3)
(101)¢Fcar—2x1+2x0+3x1=1+*0doncENF = {Ogs}
DoncE @ F = R3.

6. u(u(b)) a pour coordonnées

Doncu(u(b)) = —b
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u(@) u(b) uu())

a
matﬁr(u) = (1 0 0 b
0 0 -1
0o 1 0/ ud)
Allez a: Exercice 44

Correction exercice 45.
1. Les coordonnées degx) dans la base canonique sont

Xy — 2X3 0 1 =2\/*%
<2x1 - xz + 4X3) - <2 —1 4 > x2
X1 — X3 + 3x3 1 -1 3 X3

Donc la matrice da dans la base canonique est

0o 1 -2
A=12 -1 4
1 -1 3

X1
2. SoitX = (x2> les coordonnées d’un vecteur x = (x4, x5, x3) dans la base canonique
X3
-1 1 =-2\/* 0
x=(x,xx3) Eker(u—Id) o (A-DX=0|( 2 -2 4 ||x2]|=|0
1 -1 2 X3 0

2x1 — 2%, +4x3 =0 x; —x, +2x3 =0 © x; = x, — 2x3
X1 — %Xy +2x3=0
Doncx = (x, — 2x3, X3, x3) = x,(1,1,0) + x5(—2,0,1)
On posar = (1,1,0) etb = (—2,0,1), (a, b) est une famille de deux vecteurs non proportionnels, donc
libre, qui engendreriter(u — Id), ¢’est une base de ker(u — Id).

_x1+xZ_2.X3=0
®{

X1
3. SoitX = <X2> les coordonnées d’un vecteur x = (x4, x5, x3) dans la base canonique
X3

0 1 -=-2\/% 0 Xy, —2x3 =0
x=(x,x5,x3) ERker(w) @ AX =02 -1 4 |[x2]|=(0]e{2x;—x,+4x3=0

1 -1 3 X3 0 X1 —X3+3x3=0
Xy = 2X3 Xy, = 2X3 X = —%
@{2x1—2x3+4x3 = O@{2x1+2x3 = 0@{x2 — o
X1 —2x3+3x3 =0 x1+x3=0
Doncx = (—x3, 2x3,x3), Si on pose = (—1,2,1) alorsker(u) = Vect(c)

4,
det(a,b,c):(i) _(1)2 _il =|(1) i|_|—12 —11|=_2—(—2+1)=—1¢0

En développant par rapport a la premiére colonne, (worigc) est une base de®.
5. u(a) —a = 0gs = u(a) = a, de mémew(b) = b etu(c) = Ogs donc

1 0 0
D=0 1 0
0 0 O

6. D’aprés la matrice de u dans la basg’, Im(u) = Vect(a,b) = ker(u — Id)
7. D’apres le théoréme du rang
dim(ker(u)) + dim(Im(w)) = dim(R?)
Il reste a montrer que ’intersection de ker(u) et delm(u) est le vecteur nul.
x € ker(u) - { x € ker(u) - { u(x) = Ops - {u(x) = Ops

x € Im(u) x € ker(u — Id) u(x) —x = Ogs ulx) =x i

x € ker(u) N Im(u) © {
= Ops
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On a dondker(u) @ Im(u) = R3.
Allez a: Exercice 45

Correction exercice 46.

1.
-10 3 15
A= ( -2 0 3 >
-6 2 9
2.
—10xy + 3x, + 15x3 =0
x = (x1,%3,%3) € ker(u) © u(x) = Oz & { —2x; +3x3=0
—6x1 +2x, +9x3 =0
5L — Ll{ 10x, 4'1:23)9;22 : 35X3 0 o {—10x1 +_15x3 =0 o= ;x3
Ly — 3L, 2%, = 0 X, =0 X, =0
x = (%x3 0, x3) =2(3,02)

On posaz = (3,0,2) et alorsker(u) = Vect(a) etdim(ker(u)) =1
D’aprés le théoréme du rang, dim(ker(w)) + dim(lm(u)) = dim(R?) dim(lm(u)) =2
3. Le probléme est de savoirlgir(u) N im(uw) = {Ogs} cardim(ker(w)) + dim(Im(u)) = dim(R®)
Premiére méthode
On cherche une base Be(u) (ce qui revient a choisir deux des trois vecteurs pafmi), u(e,) et
u(es) car ces vecteurs sont deux a deux non proportionnels et que la dimension de ’image de u est2,
puis de montrer que ces trois vecteurs forment une baRé, d&st long, on passe)
Deuxiéme méthode
D’apreés la matrice, il est clair que a = u(e,), commeker(u) = Vect(a) on aker(u) c im(u) et donc
ker(u) N Im(u) # {Og3}, ce qui montre que I’on n’a pas ker(u) @ Im(u) = R3.
4.
Premiére méthode

3 X1
On poseX, = (0) etx, = <x2> les coordonnées deet deb dans la base canonique et on résout le

2 X3
-10 3 15\ /%1 3
u(b) = a  AX, =Xa=><—2 0 3><x2>=<0>
—6 2 9/ \x3 2
C’est long
Deuxieme méthode
On remarque que(e,) = a donc un vecteub qui vérifieu(b) = a est par exemple = e,
Remarque
Cen’est pas le seul mais I’énoncé demande « un vecteub tel queu(b) = a »
5. u(Ops) = Ogz = —0ps doncOps € E_4
Soitx, € E_; etx, € E_;, on au(x;) = —x; etu(x,) = —x,, alors pour tout,;,1, € Ron a
u(Axq + A2x3) = u(xy) + ulxy) = A4 (—x1) + 2,(—x3) = —(A1x1 + 2,x3)

systeme

Donc
Axs +Ax, EE_4
Et E_, est un sous-espace vectorielRfe
Autre méthode :
E_; = ker(u + id) doncE_; est un sous-espace vectorielRfe
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X1

On poseX, = (xz) les coordonnées dedans la base canonique
X3

—-10 3 15 X1 X1 —10x1 + 3x2 + 15x3 = —Xq
u(c)=—coAX. =-X. e < -2 0 3 ><x2> = — <xz> = { —2x1 +3x3 = —Xxy
—6 2 9 X3 X3 _6x1 + sz + 9x3 = —X3

o {—9x1 + 3XZ + 1SX3 =0 {—39(1 + Xy + SX3 =0 _3x1 + X, + 5X3 — 0

—2x;+x,+3x3=0 & —2x1+xz+3x3=O‘:’{—2x1+x2+3x3=0

—6x1 +2x5 + 10x3 = 0 —3x;+x,+5x3=0
Ly (=3x;+x,+5x3=0 —6x3+x, +5x3 =0 Xy = X3
L2—L1{ X, —2x3 =0 @{ X1 = 2X3 (:{x1=2x3
x = (2x3,x3,x3) = x3(2,1,1)
On prencc = (2,1,1) eton aE_; = Vect(c)

=4

3a+2y=0 a=0
aa + Bb +yc = 0gs © «(3,0,2) + 3(0,1,0) + y(2,1,1) = (0,0,0) & { B+y=0 & {,8 =0
2a+y =0 y=0
(a, b, c) est une famille libre dans un espace vectoriel de dimefsidest une base de R3.
7.

u(a) = Ogs,u(b) = a,u(c) = —c

01 O
A={0 0 O
0 0 -1

A'=pPtAp

3 0 2
P={0 1 1
2 01

Donc

ou

Allez a: Exercice 46

Correction exercice 47.
1 1 2 -1

-1 -1 -2 2 11

1. det(a,b,c,d) = 0o -1 1 ol=" —1 -1 2| en développant par rapport a la derniere
0 0 1 0 0 -1 0

ligne. Puisdet(ey, €5, e3,e,) = — |_11 _21| = —1, de nouveau en développant par rapport a la derniére

ligne. Ce déterminant est non nul ddeg¢, e}, e}, e;) est une base dg?.

-6 -3 0 6 1 -3

. | 6 3 0 —-6|[-1 3
Les coordonnées ¢ a) dans la basg sont: 0 0 -3 3 0 0
0 0 0 0 0 0
f(a) = —3e; +3e, = —3(e; —e;) = —3a
-6 -3 0 6 1 -3
p | 6 3 0 -6 -11_1[ 3
Les coordonnées ¢&b) dans la basg sont: 0 0 -3 3 1171\ 3
0 0 0 0 0 0

f(b) = _361 + 382 + 363 = _3(31 — ey — 33) = _3b
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-6 -3 O 6 2 0
, | 6 3 0 -6 21 _1(0
Les coordonnées g&c) dans la basg sont: 0 0 -3 3 1 1510
0 0 0 0 1 0
f(C)ZOR‘l-
-6 -3 O 6 -1 0
, 16 3 0o —-6\[2)_]0
Les coordonnées d&€d) dans la basg sont: 0 0 -3 3 o =10
0 0 0 0 0 0
-3 0 0 0
[0 -3 0 0
0 0O 0 O
Allez a: Exercice 47
Correction exercice 48.
-1 1 -2 2 -1 1 -1 2
11 -2 3 -1 1 -2 1 -1 .
1. det(a,b,c,d) = 0 -1 1 0 0 -1 0 0 , en additionnantC; + C,
-1 1 -1 1 -1 1 0 1
Puis en développant par rapport a la troisieme ligne :
¢, C Cs Cy C, C3+C;
_ .1 -1 2|_]-1 -1 1| _
-1 0 1 -1 0 0
Donc(a, b, c,d) est une base d*.
-1 1 -2 2
1 -2 3 -1
2. P= 0 -1 1 0
-1 1 -1 1
Ly (—x{ + x5 — 2x5 + 2x5 = xq
L, | x1—2x5 +3x5 —x3 = x,

X=PX'ePX =X

i

Ls —X3 + X3 = X3

Ly \ —x] +x) —xb+ x5 = x4
L —x1 + x5 — 2x5 + 2x5 = X4
L2+L1i —xg + x5+ X, =x1 + X,
Ls —X5 + X3 = X3
Ly+ L, —x5 + 2x4 =X, + x4
L, —x1 + x5 — 2x35 + 2x5 = X4
- L, —Xg + x5+ x4 =X + X,
L;—1L, —Xy = —X1 — X + X3
Ly—L, X5 — Xy = —X1 + X4

L3 donnexé = x1 + xz - x3

L4, dOI’]nexé =—x1+x4+x; =xZ_x3+X4
Lydonnex; = x5 + X, — X1 — Xy =Xy — X3+ X4+ X1+ Xy — X3 — X1 — Xy =Xy —2X3 + X4

L, donne

X1 =Xy —2X5 + 2%, — X1 =Xy —2X3 + x4 — 2(x3 — x5 +x4) + 2(x1 + x5 — x3) — X3

=X1+xZ_ZX3_X4

1 1 -2

s a1 s 1_[0 1 =2
D’ou I’on déduit que P™* = 0 1 —1
1 1 -1

1
1
0

-1
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3.

-3
Les coordonnées dga) dans la basée,, e,, e3, e4) sont: < 3

Doncu(a) =e; —e; + e, =—(e; +e;, —ey) = —a

Doncu(b) = —2e; +3e, +e3—2e,=a—b

-3
Les coordonnées dgb) dans la basée,, e,, e5, e,) sont: < 3
Les coordonnées ddc) dans la basée;, e,, e3, e,) sont: <
Doncu(c) =3e; —5e, —2e3+2e,=b—c

-3
Les coordonnées ddgd) dans la basée,, e,, e3, e,) sont: < 3

DOﬂCu(d) = _461 + 4‘62 + 6’3 - 2@4 =C— d

Autre méthode

-1 1 0 0

[0 -1 1 o0

T‘00—11

0 0 0 -1
/11—2—1—3—2

e ian o rmeian 1[0 1 =2 1 3 1
T =P AP = (P A)P—|01_1 1 L o
\11—10—1—1

-1 0 0 2\/-1 1 =2 2

_[0 o0 1 0 1 -2 3 -1

1 0 0 -1 0 -1 1 0

-1 -1 1 0/ \-1 1 -1 1

010 0 010 0\/0 1 0
o 0o 1 0 , [0 0 1 0l[f0 0 1
N=19 0 0 1/9MN"=19 00 1/lo 0 o
00 0 0 000 0/\0 0 O
0 01 0\/0 0 1 0 0 0 0 0
+_[0 0 0 1)f0 0 0 1}y _(0 0 0 O
EtN_oooooooo_oooo
000 0/\0 0 0 O 0 00 0

=N el w]

o o O

(e el el )

CommeA = P~ TP, A+ 1 = PTP~Y + PIP~ = P(T + )P~! = PNP~!
Donc(4 + )* = PNP~'PNP 'PNP-1PNP~! = PN*P~1 = pOP~1 = 0, la matrice nulle.
Allez a: Exercice 48

Correction exercice 49.

1.
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Applications linéaires, matrices, déterminants

Pascal Lainé

Ly (—2a +2y+36=0 Ly —2a +2y+36=0
_ L) —a+p =0 2L, — Ly 26—2y—=36=0
aa+ﬁb+yc+6d—0R4<=L3 —u +Y+6=0 ®2L3—L1 -5 =
a=0
y=20
“Y6=0
=0

Il s’agit d’une famille libre a 4 vecteurs dans un espace de dimensjariest une base de R*.

2. Les coordonnées dga) dansB sont
-7 6 6 6
[0 2 0 0
AXo = -3 3 2 3
-6 3 6 5
Doncu(a) = 2a
Les coordonnées ddgb) dansf sont
-7 6 6
0o 20
A =\_3 3 3
—-6 3 6
Doncu(b) = 2b
Les coordonnées ddc) dansg sont
-7 6 6 6
[0 2 0 0
AXe = -3 3 2 3
-6 3 6 5
Doncu(c) = —c
Les coordonnées ddc) dansp sont
-7 6 6 6
[0 2 0 O
Aa={_3 3 3 3
-6 3 6 5
Doncu(d) = —d
3.
D = Matg (u) =
4,
P =
5.
Ll _le
Y = PX oo 2] Mt X2
Ly | —x;

Ly
2L, — L,
< 2L, — L,
2L, — L,

-2
-1
-1
-1

Uu1Tw o o
=)

== O N

N~ ~_  —
Il Il

N = O W

—_ o = O

+x3+

2x

—2Xx,

54

—4
—2
-2
-2

2X,

= ZXb

NODNO
= O = O

== O N

N = O W

u(b) u(c) u(d)

0 0 0\ ¢
2 0 0\b
0 -1 0]c¢
o o -1/4d
2 3
0 0
11
1 2

+ ZX3 + 3X4_ =W

=2
X4 = Y3

—X1 — Xy + X3+ 2Xx4 = Yy
—2x1

+ 2x3 +3x4 = Y1
2 —2x3—=3x4 ==y + 2y,
—X4 = —y1+2Y3
+ x4 =—y1+ 2y,



Applications linéaires, matrices, déterminants

D’apres Lj

X4 =Y1—2Y3
Ce que I’on remplace dans L,

Pascal Lainé

—2X;+ Y1 —2y3= "Y1+ 2V, © —2x, = —2y1 + 2Y3+ 2V, S X3 = Y1 — V3 — Vs

On remplace ces deux résultats dans

2(y1 — Y3 —Ya) — 2x3 — 3(y1 — 2y3) = —y1 + 2y, © —2x3 = 2y, —4y3 + 2y,

S X3 ==Y, +2y3 =Y,
Et enfin on remet le tout daiis

=2x1+2(=y; + 2y3 —y4) +3(y1 — 2y3) =y © —2x; = =2y, + 2y, + 2y3 + 2y,

X1 =Y1—Y2—Y3— Va

Donc
X1=Y1—=Y2—Y3~Va X1 1 -1 -1
X2 =YV1—YV3~ Vs x| [1 0 -1
X3=—y,+2ys—v “\x | |0 -1 2
X4 = Y1~ 2Y3 X4 1 0 =2
Donc
1 -1 -1 -1
4 (1 0 -1 -1
Po=lo -1 2 =1
1 0 -2 0
6.
-7 6 6 6\ /-2 0 2 3 1 -1 -1
“1sp _p-11 0 2 0 O}f-1 1 O O} _ [1 O -1
p—AP =P -3 32 3J\-1 0o 1 1) (o -1 2
-6 3 6 5/ \-1 -1 1 2 1 0 =2
2 0 0 0
) 2 0 0
“{o o0 -1 0
0 0 0 -1
Allez a: Exercice 49
Correction exercice 50.
1. ¢ =u(b) = u(e;) = e; + e,, voir la matrice.
1 0 -1 1 1
) B 1 0 -1 1})|[1
Les coordonnées de= u(c) dans la basg sont: <0 1 -1 110
01 -1 O 0
1 1 1 1
1 0 1 1 111
det(a, b, c,d) = =(1 0 1
1 0 0 1 10 0
0 0 0 1
En développant par rapport a la quatrieme colonne.
1 1 1
det(a,b,c,d)=(1 0 1 =|1 1|=1¢
0 1
1 0 O
En développant par rapport a la troisiéme ligne.
Donc(a, b, c,d) est une base d.
1 1 1 1
1 0 1 1
2. P= 1 0 0 1
0 0 0 1
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Applications linéaires, matrices, déterminants Pascal Lainé

(¥1+ X2 +x3+ x5 =1,
X1+ x5+ x4 = Xy

X=PX’=)PX’=X=>i i
x1+x4ZX3

Xy = X4
(xé=x1—x{—x§—xi=X1—(x3—x4)—(xz—x3)—x4 (x{=x3—x4
@{ X3 =Xy — X1~ Xy =X — X3 @{xé=x1—x2
X1 = X3 — Xy = X3 — Xy X3 = Xp — X3
k xz’l-lel- k x:l_:le,
0 O 1 -1
a_[1 -1 0 o0
DoncP™" = 0 1 -1 0
0o 0 0 1
1 0 -1 1\ /1 0
. 1 0 -1 1)({1)_(0O
3. Les coordonnées dga) dans la basg sont 01 -1 11111710
0 1 -1 0/ \0 0

Doncu(a) = Ogs+
u(b) = ¢, on a aussu(b) = e; + e, c’est donné par la deuxiéme colonne de la matrice, on en aura
besoin plus tard.
u(c) = u(ub)) = u?(b) =d,
u(d) = u(u?(b)) = u?(u(b))) = u?(ey + e;) = u(ule,) + ule;)) =uley +e; +es +ey)
=u(e;) + u(ey) + ules) +uley) =e; =a
Il suffit de faire la somme des quatre colonnes pour trouver les coordonnégs) dkans la basg.

4.
0 0 0 1
0 00O
N‘0100
0 010
5.
0 00 1\/0 0 0 1 0010
y2—[0 0 0 0)f0 0O 0 O0O)_(0 00O
010 0fJlo 1 0 O 0 00O
0 01 0/\0 010 01 00
0 01 0\/0 0 1 0 0 00O
N4—[0 0 0 0)f0O O 0O O)_(0 0 0 O
0 00 0flo 0 0 O 0 00O
010 0/\0o 1 0 O 0 00O

OrA = PNP~ ! doncA4* = (PNP~1)* = PNPIPNP~IPNP~IPNP~1 = PN*P1 =0
6. Soitx € R*, il s’exprime sous la forme x = xja + x3b + x3¢ + x,d dans la basg’ ?

0 0 0 1 /xl\ 0 X4 0

_ o 0 0 0 0f[xz2]_1{0 0} (o

x Eker(u) @ ulx) =0pe ©NX' =0 & 010 0 \xé/_ 0 = =0
00 1 0/ \x 0 x4 0

Doncx = xja, ker(u) est la droite vectorielle engendrée par le veateur
7. Im(u) = Vect(u(a),u(b),u(c),u(d)) = Vect(Ogs,c,d,a) = Vect(a,c,d)
(a, c,d) est une famille (cafa, b, c, d) est libre) et génératrice dm(u), c’est une base de Im(u).
Allez a: Exercice 50

Correction exercice 51.
1. Soitx = (xq1, x5, x3,x,) € ker(u)
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Applications linéaires, matrices, déterminants Pascal Lainé

—xl—x2=0

0=0 x; =0
u(x) = Ops & Cx — g x, =0 )2 0
—x; =0 *3 = %4
x = (0,0, x4, x,4) = x,(0,0,1,1)
On poseax = (0,0,1,1)
2. On cherche les vecteurs= (x4, x5, x3, x,) tels quea = u(x)
-1 -1 0 0\ /% 0 —x1— %, =0
0 0 0 O X2 0 0=
u=aedX =Xl 5 o 4 1 /{x)T| 1)) 2w —ns =1
-1 0 0 0/ \x 1 —x; =1
x;=-1
= x, =1
Xg =1+ x3
On prend un; quelconquex; = 0 par exemple
On poseb = (—1,1,0,1)
3. Premiere méthode
En regardant la matrice, il est clair qué;) = —e3, doncc = e; convient
Deuxieme méthode
On cherche les vecteurs= (x4, x5, x3, x,) tels queu(x) = —x
X1 T X2 = X
0=—x, % =10
ulx) =—-xe I (:){;4_—29;1 S x=X,=x,=0
—X1 = —X4 4 — 1
x = (0,0,x5,0) = x3(0,0,1,0) = x3e;3
4.
0 1 0o 000
det(a, b,c,d) = =1 1 1
1 0 1 1 1 0 1
1 1 0 1
En développant par rapport a la deuxieme ligne
0 -1 0 1
0 1 0 0 1 1
det(a, b,c,d) = 1 0 1 171 o =—1+#0
1 1 0 1
En développant par rapport a la premiere ligne
Par conséquerft’ est une base d*.
5. Les coordonnées dgd) dans la basg sont
-1 -1 0 0 1 -1 0 1
0 0 0 0 0 0 0 0
A=\ 5 o 1 {17277\ 1) |1)THHa
-1 0 0 O 1 -1 0 1
Donc
uld)=—-c—d
6. On en déduit que
01 O 0
0 0 0 O
=10 0 -1 -1
0O 0 0 -1

7. Le rang ded est le méme que celui @e la matricel a trois colonnes libres, (les seconde, troisieme et
quatrieme) donc son rang est 3, donc le rang dst3.
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8.
Les coordonnées d€f) dans la basg sont
-1 -1 0 O 2 -1
0 0 0 0 -1 0
=12 o -1 1)\ ~2
-1 0 0 O 1 -2
Doncu(f) = —e; — 2e5 — 2e,
Les coordonnées dé (f) dans la basg sont
-1 -1 0 O -1 1
2v | O 0 0 O 0 0
AX=l_2 o -1 1)\ =2 2
-1 0 0 O -2 1
Doncu?(f) = e; + 2e; + e,
Les coordonnées de (f) dans la basg sont
-1 -1 0 O 1 -1
0 0 0 O 0 0
A3X; = A(A%X;) = 50 -1 1ll2l7 A(AX) = 3
-1 0 0 O 1 -1
Doncu3(f) = —2e; — 4e; — 2e,
S0 0 o| oL
det(f, u(f), w*(f),u3(f)) = 1 9 o _3|=|"2 -2 -3
1 -2 1 -1l /2 1t
En développant par rapport a la deuxieme ligne, puis en remplacant la deuxiéme colonnengnelle
plus la premiere colonne et la troisieme par elle-méme moinss la prepi@mee
-1 0 0 4
det(f,u() w2 (NW3(P) = -2 -4 —1|=-| |=5+0
-2 -1 1 -1
Donc (£, u(f), u?(f),u?(f)) est une base d&*
9.

Les coordonnées dé! (f) dans la basg sont
-1 -1 0 O -1 1
o o o0 o)fo) _[o]_
-2 0 -1 1J\-3] |4/ -3
-1 0 0 O -1 1
Ce qui montre que*(f) = —2u3(f) — u?(f)
u(f) u*(f) w3 u*()

A4Xf =

o
N o R

000 O f
ce [t 00 0 u(f)
o lo 1 0 —-1]
00 1 =2/ w3

10.Soit Q la matrice de passage A& S"’
C=Q'AQ  A=QCQ?
D’autre part A = PTP~1
Donc
PTP = QCQ™*
Ce qui entraine que
T=PQCQ™"P=(Q™'P)"'C(Q'P)

SoitR = Q1P

Allez a: Exercice 51
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Applications linéaires, matrices, déterminants Pascal Lainé

Correction exercice 52.
1. Soitx = (x4, x5, x3,%,) € ker(u)

3 -1 1 =3\ /%1 0 3%y =% +x3—= 3%, =0
1 1 -1 -1 X2 0 x1+x2_X3—X4=O
(—4 =
u(x) € ker(u) 0 1 -1 0 X 0 Xy — 2y = 0
1 0 0 -1 X4 0 X1 —%x4=0
3X1_XZ+X3_3.X4=0 —x2+x3=0
o x1+xZ_x3_X4=O PN xl_X4=0 c}{xli'xll-
x2:x3 x2:x3 xz—x3
X1=x4 X1=X4

Doncx = (x4, X3, x3,x4) = x3(0,1,1,0) + x,(1,0,0,1)
On posar = (0,1,1,0) eth = (1,0,0,1), c’est deux vecteurs engendrent Ker(u) et ils ne sont
proportionnels, ils forment une famille libre et génératricked€u), c’est une base.

2. Soitx = (xq,x5,%3,%4) € Ey

3 -1 1 =3\ /%1 X1 3x;1 — Xy +x3 —3x, =X
1 1 =1 —=1\[X2])_|[* X1+ X3 — X3 — X4 =X
u(x) EE, & 0 1 -1 0 % | =\ x S Xy — 2y = Xy
1 0 0 -1/ \Xa X4 X1 — X4 = Xy
2X1 — Xy +x3—3x, =0 4x, —2x3 +x3—3x, =0 X3 —X4 =0
X1 —X3—X4=0 2x4 —X3— x4 =0 —X3—X4 =0
g X, —2x3 =0 g X, = 2X3 < X, = 2X3
X1 —2x, =0 X1 = 2Xx4 X1 = 2Xx4
X1 = 2Xx4
S Xy = 2Xy
X3 = X4
Doncx = (2xy4, 2x4, x4, x4) = x4 = (2,2,1,1) par conséquent si on pose= (2,2,1,1) on akE; =
vect(c)

3. La matrice deé&er((u — id)?)dans la basg est(4 —I)?

2 -1 1 -3 2 -1 1 -3 0 -1 1 1

2|1 0 -1 -1 1 0 -1 -1}_(1 -2 3 -1

(4 I)_o 1 -2 0 o 1 -2 o/ |1 -2 3 -1

1 0 0o -2 1 0 0 -2 0 -1 1 1

Donc

0 -1 1 1 X1 0
_ Y 1 -2 3 -1 X2\ (0
x = (xq,%,,%3,%4) € Ker((u — id)?) & 1 -2 3 -1 lx 7o
0o -1 1 1 X4 0

—Xy +x3+x4 =0
X1 —2xy+3x3—x4 =0 X1 —2xy +3x3 —x4, =0 X1 = 2Xy — 3x3 + X4
X1 —2xy+3x3—x4 =0 {—x2+x3+x4=0 Q{ Xy = X3+ X4
—Xy +x3+x4 =0
X1 = 2Xx3 + 2x4 — 3x3 + X4 = —Xx3 + 33X,
{ Xy = X3 + Xy

=4

Donc
X = (—x3 + 3x4, X3 + X4, %3, %) = x3(—1,1,1,0) + x,(3,1,0,1)
Le tout est de ne pas prendre= x, sinon on retombe un vecteur proportionn€22,1,1) on prend
n’importe que quoi d’autre par exemple x; = 1 etx, =0
Ensuite on regarde les coordonnéed de(—1,1,1,0) dans la base canonique

SOitAX,
3 -1 1 =3\ /-1 -3 2 -1
(1 1 -1 -1 1 -1 |2 1|_
AXq = 0 1 -1 0 1 0 11701 )7 Xe X
1 0 0 -1 0 -1 1 0



Applications linéaires, matrices, déterminants Pascal Lainé

4,
1 0 2 -1
01 2 1
det(a, b, c,d) = 01 1 1
1 01 0
En soustrayant la quatrieme colonne avec la seconde
det(a, b,c,d) = -0 1 1|=- =1+0
0 1.1 0 1 0 1 1 1
1 0 1 0
Donc(a, b, c,d) est une base de*.
5.
0 0 0 O
0 0 0 O
=10 01 -1
0 0 0 1
Allez a: Exercice 52
Correction exercice 53.
1.
2 -1 0 1 X1 0
x = (x1,%2,%3,%) Eker(u) ® ulx) =0pr ® AX =0 & (1) 8 (1) (1) 2 = <8
-3 1 0 -2/ \X 0
((2x1— X, +x,=0 2x1 — %, +x,=0 —2x4—x2+x4=0
X1 +x,=0 X1 = —X4 = —X
<9 x3=0 < x3=0 @{ x3—0
\—3x; +x, —2x, =0 —3x; +x, —2x, =0 3x4+x,—2x, =0
(X2 = —X4
X1 = —X4
<9 x3=0
\X2 = —X4

x = (X1, %2,Xx3,%4) = (—X4,—%4,0,x4) = x,(=1,-1,0,1)
a =(—1,—-1,0,1) engendreker(u).
2. u(O]R4) = Oge = AOR4, dOI"ICOR4 € E;
Soientx ety deux vecteurs dB;, on au(x) = Ax etf(y) =
Par conséquent
u(ax + By) = au(x) + pu(y) = atx + By = Alax + By)
Ce qui montre quex + Sy € E;
E; est un sous-espace vectorielRfe

3.
2 -1 0 1 X1 X1
_ _ _ 1 0 0 1 X2\ _ [ *2
X =(x,%,%X3,%) EE_oux)=—xo0AX=-X& 0 0 1 0 X | = %s
-3 1 0 =2/ \*& X4
2X1—x2+x4=—X1 3x1—x2+x4=0 3x1_x2+x4:0
x1+x4:_x2 x1+xZ+X4_:0
(= _ (= [—4 x1+x2+x4:0
x3—_x3 2x3:0 zx _0
—3x; + Xy — 2%, = —X4 —3x;+x,—x,=0 3T
3x1—x2+x4=0 3x1_x2+x4_:0 x2:x1
oL, +Ly 4x+2x,=0 & X4 = —2X1 @{x4=—2x1
x3:0 X3:O x3:0

x = (xq, X9, %x3,%4) = (x1,%1,0,—2x;) = x,(1,1,0, —2)
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b = (1,1,0,—2) engendret_.

2 -1 0 1 X1 X1
X X
x=(x,%2,%x3,%) EEfoux)=x o AX =X (1) 8 (1) (1) xz = xi
-3 1 0 -2/ \*x X4
2x1—x2+x4=X1 xl_xZ+X4,=0
x1+X4:x2 o xl_xZ+X4=0 C}Ll{ xl—x2+x4=0
X3 = X3 0=0 L2 _3x1+x2_3x4:0
_3x1+x2_2x4:x4 _3x1+x2_3X4:0
o Ll {xl_x2+x4:() {xl :__x4
L2+3L2 _2x2:O xz—O

x = (xq,X5,%3,x4) = (—x4,0,x3,x4) = x3(0,0,1,0) + x,(—1,0,0,1)
On pose = (0,0,1,0) etd = (—1,0,0,1), (¢, d) engendrenk,, de plus ils ne sont pas proportionnels,
donc ils forment une famille libre, ¢’est une base de Ej.
4. Premiéere méthode

oo of o
det(a, b,c,d) = =[-1 1 0
0 0 1 0 . o 1
1 -2 0 1
En développant par rapport a la troisieme colonne
Ly]-1 1 -1} Li+Lsyj0 -1 0 0 —1
det(a,b,c,d)=Ly|-1 1 0|= L, |-1 1 o0 =|_1 1|=—1¢0
L;11 -2 1 Lj 1 -2 1
En développant par rapport a la troisieme colonne
Donc(a, b, c,d) est une base de*.
Deuxieme méthode
—-a+f—-6=0 —-a+f—-6=0 —-6=0 6=0
aa+ pBb+yc+8d =0p © ay+:[>’0—0 & ;'ﬁ;’g o (;;g o (;;g
a—20+6=0 a—2+6=0 —-L+6=0 B=0

(a, b, c,d) est une famille libre a 4 vecteurs dans un espace vectoriel de dimension 4, ¢’est une base.
5. Dr’apres les questions précédentes on a

u(a) = Ogs; u(b) = —b;u(c) =c etu(d) =d

Donc
u(a) ul) ulc) wuld)
0 0 0 0\ @
Matg (u) = [ 0 -1 0 0\b
0 0 1 0 fc
0 0 0 1/d

Allez a: Exercice 53

Correction exercice 54.

1.
G, C C C € C Ci—C Ci+0C
1 0 1 -1 1 0 0 0| Lij2z 1 3
det(as,a,a3,¢)=12 1 3 -=1|l=|2 1 -1 1[=L|3 1 5
3 1 5 -1 3 1 =2 2| Lzl-2 0 -3
-2 0 -3 0 -2 0 1 —2
Ly 2 1 3
—L,—L |1 0 2 _—|12 23| 1
Ly -2 0 -3 B
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1 0 1 -1
2 1 3 -1
b= 31 5 -1
-2 0 -3 0
-1 2 -2 -2 1 1
) -2 3 =2 =2/ 2 )\_( 2
2. Les coordonnées dga,) dans la basg sont 2 2 1 2 3 171 3
0o 0 o0 1 -2 -2
Doncu(a,) = e; + 2e, + 3e3 — 2e, = a4
-1 2 -2 =2\ /0 0
) -2 3 =2 =2|[1)_[1
Les coordonnées dga,) dans la basg sont 2 2 -1 2111711
0 0 O 1 0 0
Doncu(a,) = e, + e5 = a,
-1 2 -2 -2 1 1
) -2 3 =2 =2\[3)_[3
Les coordonnees dgaz) dans la basg sont 2 2 1 —2 5 |7\ 5
0o 0 o0 1 -3 -3
Doncu(az) = e, + 3e; + 563 —3e, = ag
-1 2 -2 =2\ /-1 1
) -2 3 =2 =2|[-1 1
Les coordonnées dgc) dans la basg sont 2 2 —1 -2l -1 1
o 0 o0 1 0 0
Doncu(c) =e; + e, +e3=—c
10 0 0
(0 1 0 O
b= 0 01 O
0 0 0 -1

3. u(ay) =a; € F,u(ay) = a, € F etu(az) = a; € F, (a1, a,, as) est une base dedonc pour touk €
F,u(x) €F.
Pour toutx € F, v(x) = u(x) € F, etv est linéaire done est un endomorphisme ée
u(a;) u(ay) wu(az)

Mat(al,az,a3)(v) = <(1) (1) 8) a;
0 0 1/ 9
4. (aq,a,,a3) estune base d& (c) est une base déect(c), et(ay, a,, as, ¢) est une base dg*, donc
R* = F @ Vect(c)
5. Par définition de la somme directe, pour tow R* il existe un uniqugf € F et un uniquegy €
Vect(c) tel quex = f + g.
u@)=u(f+g)=ulf)+ul@=f—-g

Allez a: Exercice 54

Correction exercice 55.

1.
-10-14 -3 -—-12
— :(_10_/1) —A 7 _5—3 —-12 6—3 —-12
Z 2/1 731 P 7—A| 5 alvely

= (=10 = D)[-A(7 — 1) —14] = 5[-3(7 — A1) + 24] + 6(—21 — 122)
=(—-10-2)(A*—-71—-14) = 5(3+31) — 126 — 722
=—10A%2 4+ 701 + 140 — 23 + 72> + 141 — 15— 150 — 126 — 721
=-1B-32-31-1=-(1+1)3
SiA = —1alorsd — Al = A + I n’est pas inversible.
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X1

Soitx = (xq1,x,,x3) etX = (xz> ses coordonnées dans la base canonique.
X3

-9 -3 —12\ /%1 0
x€ker(u+id) X ekerA+) e A+DX=0s| 5 1 7 X2 1=10
6 2 8 X3 0

_9xl—3x2—12.7C3 =0 3X1+x2+4x3 =0
L, (3 4 =0
ﬁ{ 5x1+x2+7x3=0 ©{5x1+x2+7x3=0(:> 1{ X1+ Xz + 43

L =
6x1+2x2+8x3=0 3x1+x2+4x3=0 2 5x1+X2+7X3 0
9
- {3x1+x2+4x3=0 3x1+x2+;1x3_0® —5Xst Xy +4x; =0
LZ _Ll le + 3x3 = 0 xl — __X3 3
2 x1:—§x3
1
xz =_X3

Doncx = (= 223,705, x3) = 2(-3,12)

-3
Doncker(A4 + I) est la droite vectorielle engendrée par le vecteur coIénhe).

2
2. (u+Id)(a) =0z @ ula) +a =0 ©ula) =-a

-3 X1
3. Sion pose&, = ( 1 ) etX, = <x2) ou X, sont les coordonnées dalans la base canonique alors

2 X3
-9 -3 —12\ /*1 -3
ub)=a-beAX,=X,-XsoA@+DX, =X, |5 1 7 |[x]=(1
6 2 8 X3 2
—9x1—3x2—12x3=—3 3x1+x2+4x3:1 L1 3x1+x2+4x3:1
(= le+xZ+7X3=1 @5x1+xZ+7X3=1@L Sx +x +7x—1
6x, + 2x, +8x3 = 2 3%, +x, +4x3 =1 2T 2 37
9
o {3x1+x2+4x3=1 3x1+x2+;‘x3—1® — X3 T X +Axs =1
Ly—1, 2x; +3x3=0 X, = ——x 3
3 1 3
2 x1=——x3
2
x2=§x3+1
< 3
xl=_EX3

Si on prendc; = 0 on a pour solutiod = (0,1,0).

0 X1
Sion pose, = (1) etX, = <x2> ou X, sont les coordonnées delans la base canonique alors

0 X3
-9 -3 —-12\ /%1 0
ulc)=b—-coAX. =X, - X, oA+DX. =X, | 5 1 7 X21=11
6 2 8 X3 0
—9x; —3x, —12x3 =0 3x1+x,+4x3 =0 Ly (3%, + %, + 4x3 = 0
(—4 5x1+x2+7x3=1 (—1 le+x2+7x3:1@L 5x +x +7x _1
6x; + 2x, +8x3 = 0 3% +xy +4x3 =0 2L T2 3T
9 3
o1 L{3x1+xz+4x3:0 {3x1+x2;—4x3—10® —§x3+z+x2+4x3=0
270 2x+3x3=1 == — 3 1
1 3 X1 5% 15 X, = —2x3+=

2 2
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X 1x 3
2=5% 75
< 3 1
X1 —§x3 +§
Si on prendc; = 1 on a pour solution = (—1,—-1,1).
-3 0 -1 5
4. det(a,b,c)=|1 1 -1|= | 2 1 | = —1 # 0 donc(a, b, ¢) est une base d&>.
2 0 1
-1 1 0
5. T= ( 0 -1 1 )
0 0 -1
0 1 0
6. (T+1) = (0 0 1), par de simple calculs on trouve e+ )3 = 0.
0 0O

(A+D3=(PTP*+PIP")} =(P(T+DP 3 =P(T+1)°P =0
7. A+ D A2 +34%2+34+1=0 A(-34%2-34-31) =1
DoncA™! = —34% — 34 — 31
Allez a: Exercice 55

Correction exercice 56.
1.
fler) fler) f(es)

0 2 -1n=
4= (2 -5 4) €2
3 -8 6/ ©
2. Soientx € Eq, (f — idR3)(x) = 0R3 4 f(x) —X = ORs 4 f(x) =X
f(0R3) = 0]R3 = O]R3 € E;
Soientx, x" deux vecteurs dB; doncf(x) = x etf(x") = x’, soienti, 2’ deux réels
fAx+A'x") =Af () + A f(x") = Ax + A'x’
Cela entraine quéx + A'x’ € E;, par conséquer; est un sous-espace vectorielRfe
Soientx € N_q, (fz + l'dms)(x) = O]Rs = fz(x) +x = O]Rs =4 fz(x) = —X
f(O]Rs) = Ops = fZ(O]R3) = f(O]Rs) =0ps = —0gs = Oz € N_4
Soientx, x" deux vecteurs di¥_; doncf?(x) = —x etf2(x’) = —x’, soientl, ' deux réels
FPAx+Ax") = 2f2(x) + A f2(x") = A(—x) + ' (—x") = —(Ax + A'x")
Cela entraine quéx + A'x’ € N_;, par conséqueNt ; est un sous-espace vectorielRfe
Remarque :
On peut aller plus vite en remarquant gue idgs est une application linéaire et en invoquant le fait
que le noyau d’une application linéaire un sous-espace vectoriel dR3. Et puis pareil pouf? + idgs.

0 2 -—-1\/* X1 2Xy — X3 = X3
xEE1<=>f(x)=x<:>AX=X@<2 -5 4><x2>=<X2>®{2x1—5x2+4x3=x2
3 -8 6 X3 X3 3x1 — 8x, + 6x3 = x3
—x1+2x, —x3=0
-|

3.

2x1 — 6x5, +4x3 =0
3x; —8x, +5x3 =0
Maintenant on peut appliquer la méthode du pivot de Gauss (a 1’étape d’avant ce n’était pas possible).
Li(—x1+2x, —x3=0 Li(—x1+2x, —x3=0 L4 —x1+2x, —x3=0
xEE1®L2{2x1—6x2+4x3 =0<:)L2{x1—3x2+2x3 =0 o L+, { —x, +x3=0
L3\3x; —8x, +5x3 =0 L3\3x; —8x, +5x3=0 L3 +3L;\ —2x,+2x3=0
{—xl +2x, —x3=0 {xl = X3
—X, +x3=0 X2 = X3
x = (x3,x3,%3) = x3(1,1,1)
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E, est la droite vectoriel engendrée par le vectes (1,1,1), E; = Vect(a).
XxEE © f2(x)=—xo A%’X=-X

0 2 -—-1\/0 2 -1 1 -2 2
A2=<2 -5 4)(2 -5 4>=<2 -3 2)
3 -8 6 3 -8 6 2 =2 1
1 -2 2 X1 X1 X1 — 2%y + 2x3 = —x4 2xy — 2x5, +2x3 =0
(2 -3 2)(952)=—<xz>=){2x1—3x2+2x3=—x2<:>{2x1—2x2+2x3=0
2 =2 1/ \X3 X3 2x1 — 2x5 +x3 = —Xx3 2xy —2x, +2x3 =0
S X=X +tx3 =0 x1 = x5 — X3

x = (x; — x3,%5,%3) = x,(1,1,0) + x3(—1,0,1)
On cherche un vecteur de ;, prenonsc, = letxs =0:b =(1,1,0) = e; + e,

f(b) =f(e; +ey) =f(e) + f(ey) = 2e, + 3e3 + 2e; — 5e, — 8e; = 2e; — 3e, — Seg
Il faut vérifier que ce vecteur est bien dans, x; — x, + x3 = 2—3 + (—5) = 0, c’est bon, f(b) €
N_, ensuite il faut montrer que, £ (b)) est une base dé_,. dim(N_,) < 3 or (b, f(b)) est une
famille libre (carb et f(b) ne sont pas proportionnels) dans un espace de dimension inférieur ou égal
2, cela entraine a la fois qdém(N_;) = 2, qu’alors dim(N_,;) = 2 et que(b,f(b)) est une base de cet
espace.
Il'y a plusieurs méthode possible, la plus basique est de montrém,o}uf(b)) est une base d@?, on
passe, c¢’est trop facile. Deuxiéme méthode, soit x € E; N N_q,
x€E & f(x)=x=f(f(x)) = f(x) =xetx € N_; & f2(x) = —x, cela entraine que
—x = x & x = Ogs, autrement di£; N N_; = {Ogs}
Commedim(E;) + dim(N_;) = 1 + 2 = 3 = dim(R?), on en déduit qug; ® N_, = R3.
Remarque
Sans rien faire de plus on peut en déduiregjuest une base.
4. Tl faut d’abord calculer f(a), f(b) et f(f(b)) dans la bas€ua, b, f(b))
f(a) = acara € E;.
f(b) = f(b) ¢ac’estsir L etf(f (b)) = f2(b) = —b
On en déduit la matrice gedans la basga, b, £ (b))
fl@) f(b) f(b)

(1 0 0) Z
0 0 -1
0 1 o/ f()

5. Il faut calculerf2(a), f2(b) etf2(f (b)) dans la bas€a, b, f (b))
f2(@=f(f@)=f(a)=a
f2(b) =-b
FRf®) = £20) = fF(F2(B)) = f(=b) = —f (B)
Donc la matrice est

i@ f*b) f3(b)

1 0 0 Z
0 -1 0
(o 0 —1) f(b)
Autre méthode la matrice ¢& est la matrice d¢ au carré
1 0 0\ /1 0 0 1 0 0
0 0 =110 0 -1)]=10 -1 0
0 1 0/ \0 1 0 0 0 -1
Allez a: Exercice 56

Correction exercice 57.
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1. On appelleX,, les coordonnées dg dans la base canonique

Les coordonnées dde,) dans la base canonique sont
2 -2 1 =2 0
0 1 0 0 1
-3 0 -2 2 0 0
1 -1 1 -1 0
Les coordonnées dé (e,) dans la base canonique sont
2 -2 1 =2 -2
0 1 0 0 1
-3 0 -2 2 0

|

AX,, =

Les coordonnées de (e,) dans la base canonique sont
2 -2 1 =2 —4
0 1 0 0 1
-3 0 -2 2 4
1 -1 1 -1 —2
Montrons qude,, u(e,), u?(e;), u(e;)) est libre

0 -2 —4 -2 0
) 3N 1 1 1 1) _|[o0
ae, + Buley) +yus(ey) + 6u’(ey) = Ope © @ 0 +/3<0 +vy 4 +46 O>_<O
0 -1 -2 1 0
(—2B —4y — 25 =0 —2B—-25=0 ( B+d6= B+6=0
®<a+ﬁ+y+6=0® a+,8+6=0® a+ﬁ+6=0@{ a=0
4y =0 y=0 y = y=20
\ B—-2y+6=0 —B+5=0 \ —8+5=0 —B+5=0
a=0
=0
(:Hy:()
\6 =0
(ez,u(ez),u2 (ez),u3(e2)) est une famille libre a 4 vecteurs dans un espace de dimdnsiest une
base.
2.
Les coordonnées de (e,) dans la base canonique sont
2 =2 1 =2 -2 -8 —4 0
0 1 0 o[ 1 )_[1])_,[1]_[1
-3 0 -2 2 0 8 4 0
1 -1 1 -1 1 —4 -2 0

Doncu?(e,) = —e, + 2u?(e,)

u(e;) uz(ez) u3(e2) u4(32)
0 0 0 -1 €2
1 0 o o) ule)
0 1 0 2| u®(ey)
0 0 1 0/ ud(ey

3. On cherche les vecteurs= (x4, x5, x5, x,) tels queu(x) = x

C =
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2 -2 1 =2\ /% X1 2X1 — 2Xy + X3 — 2X4 = X
0 1 0 0 X2 X2 Xy = Xy
u(x)=x<=>AX=X@ -3 0 -2 2 X3 = X3 < —3x1—2x3+2x4=JC3
1 -1 1 -1/ \X4 X4 X1 — X2t X3 — X4 =Xy
Li(x1 —2xy +x3 —2x4, =0 Ly X1 —2xy +x3—2x4 =0
@Lz{—3x1—3x3+2x4=0 < Ly + 3L —6x, —4x, =0
Ly\x; —x;+x3—2x,=0 Ly — L4 x, =0
X1 +x3=0 X3 = —X1
(:){ x4 =0 @{x4=0
x, =0 X, =0

x = (x,0,—x4,0) = x,(1,0,—1,0)
4. Les coordonnées dgb) dans la base canonique sont

2 -2 1 =2 1 2 1 1
o 1 o o \[-1)_(-1)_[ o0 -1 _
Ap=\_3 o 2 2 0o |T{-1]7{=1)T| o |TXtX
1 -1 1 -1 1 1 0 1
Les coordonnées ddc) dans la base canonique sont
2 -2 1 =2 1 -1 1
[0 1 0 o0 0O \_(O0|__([0])__
Ae=\_3 o —2 2 BT el BT Bt (ST Bt
1 -1 1 -1 1 -1 1

Doncu(c) = —c
5. On cherche les vecteurs= (x4, x5, x3,x,) tels queu(x) = c — x

2 -2 1 =2 X1 1 X1
— v 0 1 0 0 X2\ _[ O ) _[*
ux)=c—xoAX=X.-X& 3 0 -2 2 v | = _1 %5
1 -1 1 -1 X4 1 X4
(2x1_2x2+X3_ZX4:1_x1 3x1_2x2+x3_2x4:1
o sz_xz o 2x2:0
—3x1 — ZX3 + ZX4, =-1 — X3 —3x1 — X3 + ZX4_ =-1
xl_x2+X3_X4=1_X4_ xl—x2+x3=1
( 3x1+i3:20x4=1 _X'Z:O
2 = _ _ — —
‘:’<—3x1—x3+2x4=—1‘:’{ 3x1x"_31“3’;4 1
\ x1+x3:1 1= 3
x2:0 x2=0 XZ=O
s —3(1—x3)—x3+2x4=—1(:>{2x4=2—2x3(:){x4=1—x3
X1 =1—x3 x1=1—x3 x1=1—x;3

Prenonsc; = 0 par exemple, aloré = (1,0,0,1)
6. On peut montrer que la famil’ est libre et rappeler qu’elle a 4 vecteurs dans un espace de dimension
4 ou alors calculer le déterminant
1 1 0 -1

0 1 0 0
det(a, b,c,d) = 1 0 -1 1
1 1 1 0
On développe par rapport a la seconde ligne
1 0 -1
det(a,b,c,d) =+(-1) -1 -1 1
1 1 0
Puis par rapport a la premiére ligne
-1

det(a,b,c,d) = — (|_11 (1)| _ |—11

Doncp" est une base.

) =-1-0=1%0
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u(a) u(b) u(c) u(d)

1 1 0 0\ a
r_[0 1 0 0|b
0 0 -1 1 Jc
0 0 0 -1/ d
8. On pose
0 -2 —4 =2
1 1 1 1
=lo o 4 o
o -1 -2 1
La matrice de passage Aei8’, on4 = QCQ~?!
Et
1 1 0 -1
0O -1 0 0
P=11 0 -1 1
1 1 1 0
La matrice de passage Aei’’, on ad = PTP~!
Donc

QCQ~t=pPTP?
Ce qui équivaut a
C=Q7'PTP'Q = (PT'Q)'T(PT'Q)
Ce qui montre qu€ etT sont semblables.
Allez a: Exercice 57

Correction exercice 58.
1. Sie Ry[X],d°(X +1)P' <1+ 2—1 =2 doncf est bien une application @& [X] dansR,[X].
FA4Py + A3Py) = (X + DA Py + 1,P,) = (X + 1) (AP + 2,P;) = 1,(X + 1Py + 2,(X + 1P, =
A f (P + 2,f (Py)

doncf est linéaire, ¢’est méme un endomorphisme de R,[X].

2.
f=X+1)x0=0=0%x1+0xX+0xX?
fX=(X+1)x1=0=1Xx14+1XX+0xX?
fXH=X+1)x2X=0=0x1+2XX+2xXX?
fA &) fx?
0o 1 0\ 1
DoncA = X
0 1 2 ,
o o 2/ X%
y=0 a=0
3. a+ﬁ(X+1)+y(X+1)2=O<:>yX2+(ﬁ+2y)X+a+,8+y=0<:>{ B+2y=0 @{ﬁzo
a+f+y=0 y=20
DoncB’ est une famille libre de trois vecteurs dans un espace de dimensiim R{[X] = 3), c’est
une base dR,[X].
4.

fF=X+1)Xx0=0=0x1+0XX+0xX?
fX+1D=X+1)x1=0=0X1+1XX+1)+0x(X+1)2
fFX+1DH=X+1D)Xx2X+1)=0=0XxX14+0xX+1)+2%x(X+1)?

Donc
F D D)
g (0 0 0\
0 1 o] X+1
(0 0 2) X +1)°
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5.
0 1 0/0 1 O 0 1 2
A2=<0 1 2)(0 1 2>=<0 1 6>
0 0 2/\0 0 2 0 0 4
0 1 0/0 1 2 0 1 6
A3 = AA? —(o 1 z)(o 1 6>=<O 1 14)
0 0 2/\0 0 4 0 0 8
Sik>0
0 0 O
Bk = (o 1 o)
0 0 2k

EtBO =1
6.

La premiere colonne de la matrideest nulle, donc le rang deest inférieur ou égal 2, les deux

suivantes ne sont pas proportionnelles, donc le radgesdt au moing.

rg(A) =rg(f) =2

7.

Im(f) est engendré p#i(X) = 1 + X etf(X?) = 2X + 2X2, cette famille constitue une base de

Im(f).
8.

D’aprés le théoréme du rang, la dimension du noyau de f estl1, car
dim(ker(f) + dim(Im(f) = dim R,[X] = 3
Or f(1) = 0, donc le noyau d¢ est la droite vectorielle engendrée par le « vectduC’est-a-dire le
polynbme constant égalela
Allez a: Exercice 58

Correction exercice 59.

1.
u(@aP+BQ)=aP+pQ+ (1 —-X)(aP +BQ) =aP+BQ + (1 —X)(aP' + BQ")
=a(P+ (1 -X)P)+pQ+ (1 —-X)Q) = au(P) + pu(Q)
Doncu est une application linéaire
d°P <2 = d°u(P) <2
Elle va deR,[X] dansR, [X] il s’agit d’un endomorphisme de R, [X].
2.
u=1+1-X)x0=1
uX)=X+(1-X)x1=1
u(X?) =X?>+(1—-X) x2X =2X — X?
1 1 0
A= <0 0 2 )
0 0 -1
3. P eker(u)

u(P) =0 u(aX?+bX +c) =au(X?) +buX) + cu(1) =a(X —X*)+b+c=0

<:>—aX2+2aX+b+c:0<:>{a=0
c=-b

P=bX—-b=bX—-1)
Doncker(u) est la droite vectorielle engendrée par le polyn@me1l.
Imw) = Vect(u(1), u(X),u(X?)) = Vect(1,1,2X — X?) = Vect(1,2X — X?)
Ces deux polyndmes ne sont pas proportionnels ils forment donc une famille libre (et génératrice) de

Im(u) donc une base den(u).
Allez a: Exercice 59
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Correction exercice 60.
1. Sid°P <2 alorsd°P’ < 1etd°(X —1)P' <2 doncd°u(P) <2
D’autre part
u(AP + puQ) = 2(AP + uQ) — (X — D(AP + uQ)’ = 2(AP + puQ) — (X — 1)(AP" + uQ")
=A2P — (X — DP') + u(2Q — (X — DQ") = u(P) + uu(Q)
Cela montre que est un endomorphisme &g [X].
2.
u()=2x1-X -1 x0=2;
uX)=2X-X-1)x1=X+1;
u(X?) =2X2 - (X —-1) x2X =2X

2 10
A=(0 1 2
0 0O
3. SoitP =aX?+bX +c

u(P) =au(X?) + bu(X) + cu(1) =2aX +b(1+X) +2c = 2a+b)X + b + 2¢

Par conséquent

Donc

2a+b =0

b
u(P)=0®{b+2c=0® 12)
2

Et

b b b b
= ——X?2 —_—_= —— 2 _ = —— — 2
P = 2X + bX > Z(X 2X +1) 2(X 1)

Le noyau deu: est la droite vectorielle engendrée par le polyn®mne (X — 1)2

4. D’apres le théoréme du rang

dim(ker(u)) + dim([m(u)) = dim(R,[X])
Donc
dim(Im(u)) = dim(R,[X]) — dim(ker(u)) =3 —1 =2

u(1) = 2 etu(X) = 1 + X sort deux polynémes non proportionnels de I’image de u, ils forment donc une
famille libre dans un espace de dimenstof2,1 + X) est une base den(u).

5. SoitP =aX?+bX+c

0=a a=20
u(P)=P(:>(2a+b)X+b+2c=aX2+bX+c<:>{2a+b=b®{2a=0
b+2c=c c=-b

P=bX—-b=b(X—-1)
Pp=X-1
6.
a—pf+y=0 a=0
a+B(X—1)+y(X—1)2=O(=a—ﬁ+)/+(ﬁ—2y)X+yX2=0=){ B—2y=0 (:){ﬁ=0
y=20 y=0
B’ est un famille libre a trois vecteurs dans un espace de dimension 3, ¢’est une base de R, [X]
7. u(l) =2x1,u(Py) = P, etu(P,) =0, donc
u(1) u(Py) u(Py)
2 0 o0\ 1
D= <0 1 0) Py
0 0 0/ P
Allez a: Exercice 60

Correction exercice 61.
1. SoientP;, P, € R,[X], soienti;, 1, € R
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fA1Py + 23P;) = (A1Py + 2,P5) — (X — 2)(A4 Py + A,P,)" = A4 Py + A, P, — (X — 2)(A1P] + 2;,P3)
=1 (Py — (X = 2)P]) + 2,(P, — (X — 2)P;) = A1 f(Py) + A,f (P;)
Doncf est linéaire.
2. f estun endomorphisme si I’image de R,[X] parf estR,[X], autrement dit il faut que I’image d’un

polynbme de degré inférieur ou éga aoit un polynéme de degré inférieur ou égal a

Premiére méthode
faX? +bX +c)=aX?+bX+c—(X—2)(2aX + b)
=aX?+bX +c— (2aX?+bX —4aX — 2b) = —aX?’+4aX +c—2b

C’est bon, f est un endomorphisme @g[X] (parce qu’il est clair que f est linéaire d’aprés la premiére

question).
Deuxieme méthode

d°P<2>=d°P' <1
Donc
d°X—-2)P'<1+4+1=2
Par conséquent
d°f(P) <2

Troisiéme méthode

Commef (aX? + bX + ¢) = af (X2) + bf(X) + cf (1), il suffit de vérifier qued®f(X2) < 2,

d°f(X) <2 etqued°f(1) < 2, ce qui est le cas car

fXH) =X2—(X—-2)x2X =—-X?+4X;
FO)=X-(X-2)x1=2;
fH=1-X-2)x0=1

3.
Cq= o
Peker(f)o f(P)=0o —aX?+4aX+c—2b=0] 4a=0 @{g:%
c—2b= a

P=bX+2b=>b(X+2)

Les polynébmes dker(f) sont proportionnels au polyném&Est 2, il s’agit d’une droite vectorielle
dont une base est le polynoie- 2.
D’apres le théoréme du rang

dim(ker(f)) + dim(Im(f)) =dim(R,[X]) © 1+ dim(lm(f)) =3& dim(lm(f)) =2

f(X?) =—-X?+4X;f(X) =2
Ces deux polyndbmes ne sont pas proportionnels, ils forment une famille libre flequi est de
dimension2, ¢’est une base de Im(f).
Remarque :
f(1) = 1 est proportionnel au vecteur (polynonféX) = 2.
4.
fX)=4X-X*fX)=2f(D) =1

Par conséquent

fA X f(XZ)]

1 2 0
XZ

0 0 -1
ax1+BX-2)+yX -2 =0oa+pX—-20+yX?—4yX+4y =0

y=20 y=0
(:)yX2+(ﬁ—4y)X+a—2ﬂ+4y=0<:>{ p—4y =0 @{B:O
a—2+4y =0 a=0
B' est une famille libre & trois vecteurs dans un espace de diménsiest une base.
6.
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1 X-2 (X-2)°

p (1 —2 4> )1(

o 1 -4|X

0 0 1/ X
1 =2 4 X1 V1 X1 — 2xy, +4x3 =y, X1 = 2xy —4x3 +y,

PX=Y<:)(O 1 —4)(962):()’2)@{ X, —4x3 =y, @{ X, =4x3+ Y,
0 0 1 X3 V3 X3 = Y3 X3 = Y3
x1 = 2(y; +4y3) —4y; + 1 X, =y + 2y, +4y; X1
@{ Xy =Y, +4y;3 @1 X =Y, +4y3 <=><x2>
X3 =Y3 X3 =Y3 X3

1 2 4\ /M
=(0 1 4)(3’2)
0 0 1/ \)3
1 2 4
P‘1=<0 1 4)
0 0 1
Remarque :

On rappelle qu@~? est la matrice de passagefiei g, cela signifie que
1=1
X=2x1+1xX-2)
X2 =4x1+4xX-2)+1x(X—-2)?

f=1
fFX=2)=X-2-(X-2)x1=0
fX=2)=X-2-X-2)x2(X-2)=—-(X -2)*

Donc
fA) f&X-2) f(X-2)») 1
— _ 1 0 0
0 0 —1) -2

Deuxiéme méthode
On calcule

1 2 4\/1 2 O 1 -2 4 1 2 4\/1 0 —4
D=P'AP=|0 1 4]l0 0 4 0 1 —-4)]=(0 1 4]){0 0 4
0 0 1/\0 0 —-1/\N0 O 1 0 0 1/7\0 0 -1

On trouve bien sdr le méme résultat (cela fait partie du cours).
Allez a: Exercice 61

Correction exercice 62.
1. SoientP; etP, deux polyndmes dR,[X] et soienfl; etd, deux réels.
UM Py + A,P,) = 2X (A Py + A,P,) — X2(A, Py 4+ A,P,)" = 2X (A, Py + A,P,) — X2(A, P} + A,P3)
= 1, (2XP; — X?P]) + 2,(2XP, — X?P}) = ,u(Py) + A,u(P,)
Doncu est linéaire.
SoitP = aX? + bX + c € Ry[X],P' =2aX + b
u(P) = 2X(aX? + bX + ¢) — X?>(2aX + b) = 2aX® + 2bX? + 2cX — 2aX® — bX? = bX? + 2cX
€ R,[X]
Doncu est un endomorphisme @g[X].
2. u(l) =2X,u(X) =2X2 - X2 =X%2etu(X?) =2X3-2X3=0
Par conséquent
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u() uX) u(x?)

0 0 O 1
A= <2 0 0) X
0 1 0/ Xx?
3. SoitP = aX? + bX + ¢ € ker(w),

u(P)=bX?*+2cX=0b=c=0
DoncP = aX?, une base dieer(u) estX? etdim(ker(u)) = 1.
4,
Im(w) = Vect(u(1), u(X),u(X?)) = Vect(2X, X?,0) = Vect(2X,X?) = Vect(X,X?)
(X, X?) est une soufamille d’une famille libre, ¢’est une famille libre et génératrice dém(u) c’est une
base ddm(u) et dim(lm(u)) =2
Allez a: Exercice 62

Correction exercice 63.
1.

U(A1 Py + A,Py) = APy + A,P, + (1 — X) (AP + A4,P,) + 2(A4 Py + A,P,)"
=P+ 1,P, + (1 — X)(A4P] + A,P)) + 2(A44 P + A,P;))
=4 P+ (A —=X)P] +2P]") + A,(P, + (1 — X)P; + 2P)") = Ayu(P;y) + A,u(P,)
u est une application linéaire.
2. ll est clair que le degré dgP) = P + (1 — X)P' + 2P" est un polyndme de degré inférieur ou égal a
lorsqueP est un polynéme de degré inférieur ou égal Bar conséquemt est un endomorphisme de

R, [X].
3.
u(l)) =1
uX)=X+0-X)x1=1
uXD) =X2+(1—X)X2X+2X2=4+2X— X2
1 1 4
A=<0 0 2)
0 0 -1
4,
a(1—-X)+Bx1+y(1+2X-X*)=0 —yX?’+(—a+2y)X+a+B+y=0
-y =0 a=0
o{—a+2y=0 <4{=0
{a+ﬁ+y=0 {yzo
Cette famille est libre, elle a trois vecteurs dans un espace de dim@nsiest une base de R, [X].
5.
u(l-X)=1-X+1-X)x(-1)=0
u(l)) =1
Ul +2X—-X)=1+2X-X*’+(1-X)xQ2-2X)+2x(-2)=—-1—-2X + X?

=—(1+2X-X?
0O 0 O
D={({0 1 0
0O 0 -1
Correction exercice 64.

1. SoitA etu deux réels eP et Q deux polynémes

Donc

Allez a: Exercice 63
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1
WP + 4Q) = 5 (1~ X(AP + 4Q)" + X(AP + uQ)' ~ (AP + Q)
= 2 (1= X)AP" + Q") + X(IP' + Q") ~ (AP + Q)

=2 (% (1—X2)P" + XP' — P> +u (% (1-X2)Q" +XQ' - Q) = 2u(P) + uu(Q)
Doncu est linéaire
PourP € R,[X]
d°P’ <0=>d°(1-X>)P"' <2
d°P' <1 =d°XP" <2
Donc
d°u(P) <2
Ce qui montre qu€ € R,[X] entraine que:(P) € R,[X]. Doncu est un endomorphisme &g [X].
2. SoitP =aX?+bX +c

1
PEker(u)(:)u(P)=0@5(1—X2)2a+X(2aX+b)—(aX2+bX+c)=O(:>a—c=O

DoncP = aX? +bX +a=a(X?+1) + bX
La famille (X? + 1, X) est une famille de deux vecteurs non proportionnels, donc libre, qui engendre
ker(u) donc c’est une base de ker(u)
3. D’apres le théoréme du rang
dim(ker(u)) + dim(Im(u)) = dim(R,[X])
Doncdim(lm(u)) =1
u(l) = -1
DoncIm(u) est la droite engendrée par le polyndme con#tant 1 (ou —1 c’est pareil)

a=0 a=0
a(X2+1)+ﬁX+y=0<=>aX2+ﬁX+a+y=O=>{ =0 (:){,Bzo
a+y=0 y=20
Ce qui montre quéP,, P,, P;) est une famille libre a trois vecteurs dans un espace vectoriel de
dimension 3, il s’agit donc d’une base de R,[X]
5. Onau(P;) =0,u(P,) =0 etu(P;) = —1donc

0 0 O
D=0 0 O
0 0 -1
Correction exercice 65.

1. SoientP; et P, deux polyndmes dR,[X] et1, etd, deux réels.
fA1P; + A,P)(X) = (A4P; + A,P,)(X + 1) — (A1 P; + A,P;)(X)
=LPL (X + 1)+ ,P,(X+1) — (AP, (X + 1) + ,P,(X + 1))
=L (PL(X + 1) = P,(X)) + 12 (P,(X + 1) — P,(X)) = A, f(P)(X) + A, f (P) (X)
Ce qui entraine que :

Allez a: Exercice 64

f(A1P1 + 2;,P;) = A1 f(P)(X) + 2,f(P,)
2. f estlinéaire.
fAOX)=1-1=0
fAOX =+ -X=1
fXH=X+1)>2-X?=1+2X
Donc

fa & f&x*»

1
A= (01 1y 2
o o 2| X
o o o X
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3.
aX1+XX-1D+yxX-1DX-2)=0cyX>+B-3)X+(@—-B+2y)=0
y=20 y=0
@{ p—3y=0 4:){,3:0
a—f[+2y=0 a=0
B’ est une famille libre a trois vecteurs dans un espace de diménsignune base de R,[X].
4.

FAOX) =0, fFX-DX) =X -1+1)— X —1)=1et

FX-DEX-2)XND=X-1+DX-2+D-X-DX-2)=XX-1D-X-1DX-2)
=X-DX-xX-2)=2x-1)

Donc
f fx-1 f(x-D&x-2)
B = <0 1 0) ¥_1
0 0 2

Allez a: Exercice 65

Correction exercice 66.
1. SoientP;,P, € R5[X], 1,4, € R
g1 Py + 1,P;) = ((/11P1 + ,P)(1), (4, P; + /12P2)(—1))
= (A1P1(—1) + A,P,(=1),4,P, (1) + /12P2(1))
= /11(P1(_1);P1(1)) + 1, (Pz(_l).Pz(l)) = Ahg(Py) + A,9(P,)
Donch est linéaire.
2. SoitP € ker(g), (P(—1),P(1)) = (0,0) {PIS(S):_OO
Un polynéme de degré inférieur ou égal gui s’annule en —1 et enl est de la forme
P=(X+bh)X+1DX -1 =aXX?-1+b(X?-1)
(X(X? —1),X? — 1) forme une famille libre (car les polyn6mes ne sont pas proportionnels) qui
engendreker(g), c’est une base de ker(g).
Une basR? est(1, X, X?, X3?)
g() = (1,1);9(X) = (-1,1); g(X?) = (1,1); 9(X*) = (-1,1)
L’image de g est engendré pdi,1) et(—1,1) (ces vecteurs ne sont pas proportionnels) ils forment
donc une famille libre, bref ¢’est une base de Im(g), commeIm(g) € R? et qu’ils ont la méme
dimension, on en déduit qdei(g) = R2.
3. Lalinéarité deh est évidente (voir 1°)).
SoitP = aX + b € R,[X] un vecteur dé&er(h),
{P(—1)=0 {—a+b=0
P(1)=0 a+b=0
Le noyau déh est réduit au vecteur nul, de plus d’apres le théoréme du rang
dim(ker(h)) + dim(ﬂm(h)) =dim(R,[X]) © dim(ﬂm(h)) =2
DoncIm(h) = R,[X], autrement dik est surjective, finalementest bijective.
Allez a: Exercice 66

Sa=b=0

Correction exercice 67.
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1. aetb ne sont pas proportionnelles ddagh) est libre, de plua, b) est une famille génératrice ée
donc c’est une base de H, d’ou dim(H) = 2.
2. Soit 6y I’application nulle, Ox(In(2)) = 0 donchi € F
Soientf; € F etf, € F, doncf;(In(2)) = 0 etf,(In(2)) = 0 et soientl;, 1, deux réels
(A1f1 + 22/2)(n(2)) = 41 /1(In(2)) + 2,/,(In(2)) =4, X0+ 1, X0 =10
DoncA,f; + A, f; € F, F est un sous-espace-vectorielHie
3. On rappelle que

1
eln(2) + e~In(2 2+ 5 5
1
In@) _ ,-In(2) 2 —=
sh(In(2)) = ze — 2 =%
feEH JLUER, f=Aa+ ub JLueRVxeER f(x) = Aalx) + ub(x)
fere {f(ln(z)) =07 { f(n(2)) =0 it { f(In(2)) =0

{Ell,u ERVx€ER f(x)=Aa(x)+ ub(x)
Aa(In(2)) + ub(In(2)) =0
JLu€eERVxeER f(x)=Aa(x) + ub(x)

= 5 3
AZ'F,UZ =0
JLu€eRVxeR f(x)=2alx) + ub(x)
S 3
A= —gﬂ

3 3
SIUERVXER, f(x)= —g,ua(x) +ub(x) @ UueER,f :,u(—ga+b)

F est un espace de dimensibdont une base est%a + b.

4,
a) Soientf; € H etf, € H et soientl, A, deux réels.
o(A1f1 + A2f2) = (A f1 + 22/2) (= 1In(2)), (A1 f1 + 22£2)(In(2))
= (M fi(=In(2)) + A2f2(=1In(2), A1 f1(—= In(2)) + A,f>(—=In(2))
=L (f1i(=1In(2), f1(n(2)) + 2, (f2(—=In(2), f2(In(2)) = A1 0(f1) + 20(f2)
Doncg est une application linéaire.
b) Soitf € ker(p),IL,u € R,Vx € R f(x) = Aa(x) + ub(x)
f(=In(2) =0
0(f) = 00) & (F(~In@, fan@) = 00 = {/ 21 00 =

5 3
{Aa(— In(2) +ub(~n@) =0 _ J* 3~ #3=0 _ {a =0
Aa(In(2)) + ub(In(2)) =0 5 3 u=2~0
AZ + ,uZ =0
Doncf = 0, le noyau dep est réduit au vecteur nul dopcest injective, d’apreés le théoréme du

rang
dim(ker(¢)) + dim(Im(¢) = dim(H) & dim(Im(p) = 2
Ce qui montre que est surjective, finalemengt est surjective donc bijective.
Allez a: Exercice 67

Correction exercice 68.
1. Soientd € A,(R) etB € A,(R) et soientl ety deux réels.
La matrice nulleD vérifie t0 = —0
Y(AA + uB) = A'A+ u'B = A(—A) + u(—B) = —(AA + uB)
DoncA,(R) est un sous-espace vectorielMdg (R).
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Soientd € §,,(R)etB € §,,(R)et soientl etu deux réels.
La matrice nulle vérifie t0 = 0

Y(AA+uB) =A'A+ u'B =AA+ uB = 1A + uB

Doncs$, (R) est un sous-espace vectorieldg (R).

t t ‘
2. (57%)=3CA+1CA) = (A +4) donct € 5,(R)

(59 - 3a—Cap = 3= = —Hen = conct e 2,

3. Pour toute matricd :
1 1
A= E(A + tA) +§(A - tA)

DoncA,(R) + §,(R) = M, (R).
4. SoitA € A,(R)NS,(R),‘A=—-Aet'A=AdoncA=—-Adoud=0.
A,(R) NS, (R) = {0} etA,(R) + §,(R) = M, (R) entraine qued,(R) B §,,(R) = M, (R).

=turn=3(@ D+ 3)-

S Ny
~_

o DN|lul =

1 1(/1 3
— _t - —
Ao =7 A="4) 2<(2 4

—
|
N
w =
BN
N——
N———
I
—_
S NP

A est la somme dé; € S, (R) et ded, € A,(R).
Allez a: Exercice 68

Correction exercice 69.
1. dim(My(R))=2%x2=14
2. SoitA = (Z 2) € ker(¢)
a ¢ a b 0 0
¢(A)=0<:>A—tA=0<:>(b d)_(c d):( )@bzc

a=(y J=celp )+2(] o)+a(g )
La famille de matrices

<((1) 8)(2 (1))(8 2)) engendreker(¢) et

o 48 Der D= Vol £ Yoamporoo

Montre que cette famille est libre, elle forme donc une bakerde) etdim(ker(¢)) = 3

3. SoitAz(Z C)
ew=( - =02, N=e-90 )

d
. . . . (0 -1
Par conséquent I’image de ¢ est la droite engendrée par la matjice ( 1 0 )

Im(¢) étant une droite, toute matrice de cette image est proportionrielle a
Allez a: Exercice 69

Donc

Correction exercice 70.
1
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1 1 1 1 0 0 1 0 0
a b c |=] a b—a c—al=0b-a)(c—a)| a 1 11=0
b+c a+c a+b b+c a—-b a-—c b+c -1 -1
2.
a)
Lll le L13 L11 nglq L35L1 1 0 0
= =(c—-b){d-Db)|b 1 1
b ¢ d| |b c=b d—b o
b2 2 a2l b2 c2—p2 a2—p? ctb d+b
=(—-b)(d—-b)(d-c)
b)
1 1 1 1 1 0 0 0
a b ¢ d|_|a b—-a c—a d—a
a? b? c¢? d?| |a® b*—a® c?—-a* d*-a?
a® b® 3 d3 a® b3—a® c3—-a® d®-ad
1 0 0 0
a b—a c—a d—a
= |a? (b-a)(b+a) (c—a)(c+a) (d—a)(d+ a)
a> (b—a)b?+ba+a?) (c—a)(c?+ac+a?) (d-—a)(d?+da+a?)
1 0 0 0
a 1 1 1
=0l -a)lc-ald-a a? b+a c+a d+a
a® b>+ba+a® c*+ac+a* d?+da+a?
1 1 1
=b-a)(c—a)(d—-a) b+a c+a d+a
b? +ba+a?* c*+ac+a® d?*+da+a®
1 1 1
=b-)c-a)d-a)| b c d |lz—ah
b2 +ba c?+ac d?+dalls—aLy
1 1 1
=b—-a)(c—a)[d—a)|b ¢ d
p2 2 g2|Ls—al;
=0b-a)(c—a)d—-a)(c—b)(d—-b)(d-rc)
Allez a: Exercice 70
Correction exercice 71.
1.
i C, C; ¢ (€ C—=C (-G -G
a a a a a 0 0 0 b—a b—a b—a
a b b bl=|la b—a b-a b—a|l=alb—a c—a c—a
a b ¢ c a b—a c—a c—a b—a c—a d-a
a b ¢ d a b—a c—a d—a
G G, Cs Gy CG—C (-0
—a(b—a) 1 1 1 — a(b—a) 1 0 0

b—a c—b c—b>b
b—a c—b d-b»>b

=a(b—a)|E:Z 2:Z|=a(b—a)(c—b)|cib dib
=alb—a)(c—b)(d—c)

b—a c—a c—a
b—a c—a d—a
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ra=10
ou
a=0>b

2. A =01 ou

b=c
ou
\c =d

Allez a: Exercice 71

Correction exercice 72.
Premiére partie

1.

X1
Soitx = (xq,x,,x3) etX = (x2>

X3
1 -1 =2\ /% 0 X, — Xy — 2x3 = 0
xekeruyeAX=0e|-1 1 2 |(x2]=(0]e{—x1+x+2x3=0
1 0 -1/ \X3 0 X1 —x3=0
xl—X2—2X3=0 x2=_X3
{ x1:x3 @{x:[:x?,

X = (X3, —X3,X3) = X3(1, _1'1)
On posex = (1,—1,1) et alorker(u) = Vect(a)

X1 1
2. On poseX, = (x2>,Xa = (—1)
X3 1

3.

4.

1 -1 =2\ /% 1 Xy — Xy —2x3 =1
ub)=aoAX, =X, (-1 1 2 |[x]|=[-1]e]-x+x+2x=-1

1 0 -1/ \x3 1 Xq —x3=1
{xl—x2—2x3=1 {x2=—x3
X1=1+X3 X1=X3+1

On prend, par exemplg = 0 alorsb = (1,0,0)
Soientx € E;, x' € E; etA et deux réels
uAx + A'x") = Au(x) + A'ulx’) = Ax + A'x’
Donc
Ax +A'x" € E;
u(ORs) = Ops = Ogs € E;

DoncE; est un sous-espace vectorielRfe

1 -1 =-2\/*% X1 X1 — Xy — 2X3 = Xq —Xx; —2x3 =0

xEE1(=><—1 1 2)(xz>=<xz>=){—x1+x2+2x3:x2=> —x1+2x3 =0
1 0 -1/ \x3 X3 X1 — X3 = X3 X1 —2x3=0

o {xz = _2x3
x1 = ZX3
x = (2x3, —2x3,x3) = x3(2,—2,1)
Sion pose = (2,—2,1) alorsk; = Vect(c).

1 1 2 1
det(a,b,c) =|-1 0 —2=—|1 1|=—1;t0
1 0 1
Donc(a, b, ¢) est une base d&3.
u(a) = Ops
u(b) =a
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u(c) =c
Donc
0 1 0
T=(0 0 0
0 0 1
6. T=0Q 140Q
Deuxiéme partie
1.
1
f(1)=(2+X+X2)><1—(1+2X+X2+X3)><0+§(—1+X+X2+X3+X4)><0
=2+ X+ X?
1
f(X)=(2+X+X2)X—(1+2X+X2+X3)><1+§(—1+X+X2+X3+X4)><O
=2X+X°+X3-1-2X-X*-X3=-1
1
f(X2)=(2+X+X2)X2—(1+2X+X2+X3)><2X+5(—1+X+X2+X3+X4‘)><2
=2X2+ X34+ XY —2X—4X?—-2X3 - 2X* -1+ X+X?+X3+X*=-1-X—-X?
fla+BX +yX?) = af (1) + Bf(X) + vf(X?) € Ry[X]
Carf(1) € R,[X], f(X) € R,[X] et f(X?) € R,[X]
2.

fA X fx?)
g (2 -1 -1\ 1
(1 0 —1) X

1 o -1/X%

1
3. Lescoordonnées d§ = 1 + X + X2 dans la basB sont<1>
1

1
Les coordonnées dg = 1 + X dans la basB sont(l)
0

2
Les coordonnées d& = 2 + X + X2 dans la basB sont(l)

1
1 1 2

1 1 1
1 0 1
En développement par rapport a la troisieme ligne.

Donc (Py, P, P,) est une base d&,[X].

~ o2, 1y
det(Py, Py, P,) = 1 1|+|1 1 1#0

2 -1 -1\ /1 0
Les coordonnées g&P,) dans la basB sont(l 0 —1) (1) = (O)

1 0 -1
Doncf(Py) =0

2 -1 -1
Les coordonnées g€ P;) dans la basB sont<1 0 —1)

1 0 -1
Doncf(P)) =1+ X + X? =P,

2 -1 -1\ /2 2
Les coordonnées g&P,) dans la basB sont(l 0 —1) (1) = (1)
1 0 -1
Doncf(P,) =2+X+X?=P,
Donc
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f(Po) f(P1) f(Pz)P
0 1 0 0
T' = p, =T
(O 0 0) 1
o o 1/ P
5 T'=0Q' 'BQ’
Troisieme partie
Q7'BQ'=Q'AQ © QQ'T'BQ'Q =4 (Q'QHTBQQ D=4
DoncA etB sont semblables.
Allez a: Exercice 72

Correction exercice 73.
1. Six € ker(v) alorsv(x) = 0g, alorsv(v(x)) = v(0g) = 05 doncx € ker(v?),
cela montre quier(v) c ker(v?), de méme st € ker(v?) alorsv?(x) = 0g, alorsv(v?(x)) =
v(0g) = 0 doncx € ker(v3), cela montre quker(v?) c ker(v3) et ainsi de suite.

X1
. X , .
2. Soitx = (xq,x,,x3,%,) €tX = xz ses coordonnées dans la base canonique.
X4
0 1 0 1 X1 0
. _ -1 0 1 3 |\|[x)|_|0
x€Eker(u+tidgs) @A+ DX =0 & 0o 10 -1lx]=10
0O 0 0 2 Xa 0
x2+ ++3X4f8 x, =0 %s = %y
PEN _xl X3 x4_ —_ o —x1 + x3 xz —
X3 —x4=0 X, =0 X, =0
2x, =0 x, =0 *

x = (x1,0,x1,0) = x,(1,0,1,0)

0 10 1 0 1 0 1 -1 0 1 5
, [-1 01 3\[-1 01 3} [0 0 o0 4
M+D"=1"% 10 Z1Jlo 10 -1/7|=1 0 1 1
0 0 0 2 0 00 2 0 0 0 4
-1 0 1 5\ /% 0
. 0 0 0 4|(x 0
x€ker(utidg)) & (A+DX=0e| ° o 1 1)l |=|
0 0 0 4/ \x 0
—x1+X3+5.X4=0
4X4=0 x3 x
< _X1+X3+X4=Oc>{x4-=0

4x, =0
x = (xq1,%4,%1,0) = x,(1,0,1,0) + x,(0,1,0,0)
((1,0,1,0), (0,1,0,0)) est une famille de vecteurs non proportionnels (donc libre)
qui engendreniter ((u + idgs)?), il s agit d’une base de ker((u + idgs)?).

0 1.0 1\/-1 0 1 5 0 0 0 O
s _[-1 0 1 3 0 0 0 4y [0 0 0 O
(A+I)‘o10—1—1011_0000
0 0 0 2 0 0 0 4 0 0 0 8
0 0 0 0\ /x1 0
. 0 0 0 0)\[=x 0
xEker((u+ldR4)3)<:>(A+I)3X=0<:)0000 x3:0<:)x4=0
0 0 0 8/ \xa 0

x = (xq,x5,%3,0) = x,(1,0,0,0) + x,(0,1,0,0) + x5(0,0,0,1) = x,e; + x,e, + x5€5
(e1, €, €3) est une famille (évidement libre) qui engenkkee((u + idgs)?),
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c’est une base de ker((u + idg4)3).

0 1 0 1 0 0 0 O 0 0 0 O
4_|—-1 0 1 3 0O 00 0O}_(O OO O
(A+1)_010—10000_0000
0O 0 0 2 0 0 0 8 0 0 0 16
0 0 0 O X1 0
4 4y 000 O0\[x2)_{0 _
x €Eker(u+idga) ) o A+D*X=0s 000 0 =0 S x,=0
0 0 0 16/ \X4 0
ker((u + idge)3) = ker((u + idgs)?)
p=3
1
0
a) a=(1,01,0)etX, = 1
0
X1
X .
b) On poseb = (xq,x2,x3,x4) €t tX), = xi ses coordonnées dans la base canonique
X4
0 1 0 1 X1 1
_ : _ -1 0 1 3 X2 _ [0
a_(u+ld]R4)(b)@(A+I)Xb_Xaﬁ 0 1 O _1 x3 - 1
0O 0 0 2 X4 0
xz + X4_ = 1 xz = 1 _
X3 = X1
_x1+x3+3x4:0 _x1+X3:0® x2:1
Xy — Xy = 1 Xy = 1 X, =
2%, =0 X, =0 *

On prend, par exemplg = 0, b = (0,1,0,0).

(u + idgs)?(b) = (u + idgs) o (u + idgs)(b) = (u + idge)(a) = Ogs
Donch € ker((u + idgs)?)
D’autre part, a €tb ne sont pas proportionnels ils forment une famille libre d’un espace de

dimension2, c’est une base de ker((u + idg+)?).

X1
x
C) On poser = (xq,x5,%3,%,) €t X, = xz ses coordonnées dans la base canonique
X4
0 1 0 1 X1 0
. -1 0 1 3 X2 1
b=@+idgs)c) oA+ DX, =X, & 0 10 -1llxl=1o
0 0 0 2 Xy 0
xz + x4 = 0 xZ = 0 _
_x1+x3+3x4:1 _X1+X3:1 x3_x1+1
S S x, =0
xz - x4 = 0 xZ = 1 X, = 0
2x, =0 x, =0 4T

On prend, par exemplg = 0, ¢ = (0,0,1,0)
X3 =X
x € ker((u + idgs)?) © {;4 _ 01

X3 = X
Les composantes dene vérifient pa{ x34 _ 01 doncc ¢ Ker((u + idgs)?), de plug(a, b) est une

famille libre deker((u + idgs+)?) par conséquertu, b, ¢) est une famille libre, elle a trois vecteurs dans

un espace vectoriel de dimension trois, ¢’est une base de ker((u + idgs)?).
da=w+idg:)(b) ®@a=ub)+bs ulbb)=a—->
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b=@+idgs)(c)eb=ulc)+ceoulc)=b—-c

4. les coordonnées dkedans la base canonique sont
-1 1 0 1

-1 -1 1 3
0 1 -1 -1

0 0 0 1

[ = Ry
[ = RSy

Doncu(d) = d

5 x €ker((u+idgs)®) @ x, =0
Les composantes dene Vvérifient pag, = 0 et(a, b, ¢) est une famille libre drer((u + idg+)3) donc
(a, b, c,d) est une famille libre, elle a quatre vecteurs donc c¢’est une base de R*.

6.
u(a) u() u(b) u(d)
-1 1 0 0\¢“
T=[o0 -1 1 o0)\Pb
0 0 -1 1]¢€
0 o o 1/4d
T =P AP & A= PTP!
7.
010 0 010 0N/0 1 0 0 001 0
{0 0 1 0 , [0 0 1 0)f0o 0 1 0} (0 0 0 O
T+I_0001:>(T+I)_00010001‘(0000
000 2 000 2/\0 0 0 2 00 0 4
010 0N/0 0 1 0 00 0 O
s [0 0 1 0)f0o 0 0 0} [0 0 0 O
:(T+I)_ooo1>oooo>_oooo>
000 2/\0 0 0 4 0 0 0 8
-2 1 0 0
0 -2 1 0
T=I=1y o -Z2 1
0 0 0 0

(T+D3(T-=0
A+I1=PTP '+ PIP*=P(T+DP 1= (A+13=P(T+1)%P?
Et
A—I1=P(T-DP?
A+D3A-D=PT+D*PP(T-DP =P(T+D¥(T-DP1=POP*=0
Allez a: Exercice 73

Correction exercice 74.
1. Siu € ker(g) alorsg(u) = Ogs alorsg(g(u)) = g(0gs) = Ogs doncu € ker(g?), cela montre que
ker(g) c ker(g?)
Siu € ker(g?) alorsg?(u) = Ogs alorsg(g?(w)) = g(0gs) = Ogs doncu € ker(g3), cela montre
que
ker(g?) c ker(g?)

a) g°> = Oy gs) donc pour toutt € R?, g*(u) = Ogs. DoncKer(g*) = R® et donadim(Ker(g®) = 3
{Og3} & ker(g) & ker(g?) & ker(g®)donc0 < dim(ker(g)) < dim(ker(g?)) <
dim(ker(g3)) =3
Doncdim(ker(g)) = 1 etdim(ker(g?)) = 2

b) Siv € Im(g) alors il existeu € R3 tel quev = g(u) doncg?(v) = g3(u) = Ogs, doncim(g) c
ker(g*)
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D’aprés le théoréme du rang : dim(ker(g)) + dim(Im(g)) = 3 doncdim(/m(g)) = 2. Comme
dim(ker(g?)) = 2 aussi, on en déduit que(g) = ker(g?).
3. a € ker(g) c ker(g?) = Im(g) donc il existeb € R3 tel quea = g(b).
g2(b) = g(a) = Oz donch € Ker(g?).
Aa+ ub = 0gs = g(la+ pb) = Opz = Ag(a) + ug(b) =O0gs > pa =0z 2> u =0
On remplace dan& + pub = Ogs, d’ou ’on tire que A = 0. La famille(a, b) est libre.
4. b € ker(g?) = Im(g) donc il exister € R3 tel queb = g(c).
g?(c) = g(b) = a # Ogs doncc ¢ ker(g?) or (a, b) est une famille libre deer(g?) donc(a, b, ¢) est
une famille libre a trois éléments daR3 un espace de dimension 3, c¢’est une base.
g(@) gb) g()

0 1 o0\ ¢
> (0 0 1) b
o o0 o ¢

-9 -3 -12
6. La matrice d¢f + Id dans la base canonique edt+ | = ( 5 1 7 )
6 2 8

La matrice de€f + Id)? dans la base canonique est :

-9 -3 -12\ /-9 -3 -12 -6 0 -9
(A+D?*=| 5 1 7 5 1 7 |=12 0 3
6 2 8 6 2 8 4 0 6

La matrice d€f + Id)® dans la base canonique est :

-6 0 —9\/-9 -3 -—-12 0 0 O
A+D*=(2 o0 3 5 1 7 =10 0 O
4 0 6 6 2 8 0 0 O

Donc(f + Id)3 = O(g2), Par conséqueikter((f + 1d)3) = R3
(A+1)? =+ 0 donc(f + 1d)? + O,(r3), il existe donc un vecteardeR3 tel que(f + Id)?(x) # Ogs

Doncker((f + Id)?) & ker .
Autre méthode
on détermine une base Rer ((f + Id)?)

-6 0 -9\ /%1 0
xEker((f+1d)2)(:)(A+I)2X=0<:>( 2 0 3 )(’Q) =(0)
4 0 6 X3 0

_6x1_9X3:0 3
(:){2x1+3x3=0 (:)2x1+3x3=0=>x1=—§x3
4x1+6x3:0

3 3
x = (x1,%2,Xx3) = (—5x3,x2,x3> = §x3(—1,0,2) + x,(0,1,0)

(—1,0,2) et(0,1,0) sont deux vecteurs non proportionnels, donc libreedé(f + Id)?), d’autre part ils
engendrenker((f + Id)?), il s’agit d’une base de ker((f + Id)?), etdim(ker((f + Id)?)) = 2
Doncker((f + Id)?) ¢ ker((f + 1d)?®) = R3

0 -6 0 -9\/0 0 0 -9 -3 -12\ /0 -3
wer()=(3 8 D)) (ewen()=(3 T F)0)-(5)-
0 4 0 6 0 0 0 6 2 8 0 2
0
g
0

Donc(0,1,0) € ker((f + Id)?) et(0,1,0) & ker(f + Id)
Doncker(f + Id) & ker((f + 1d)?)
Autre méthode

On calcule la dimension der(f + Id).
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—9 _—3 —12\ /%1 0 —9x; —3x, —12x3 =0
xEker(f+Id)<:>(A+I)X=0<:><5 1 7 ><x2>=(0>=}{ 561 +x;+7x3=0

6 2 8 X3 0 6X1 + ZXZ + 8X3 =0

3x1+x2+4x3=0 3x1+x2+4x3=0 3x1+x2+4X3=0
SpPutntin=0s 5x; + 2, +7x3 =0 32 =5l —2x, +x; =0
3x1+xZ+4X3:0 L 2 3T 2 3

x; = —3x
@{ 1 2
x3:2x2

Doncx = (xq, x5, x3) = (—3x,, x5, 2x,) = x,(—3,1,2), ker(f + Id) est la droite vectorielle engendrée
par le vecteu(—3,1,2). dim(ker(f + Id)) = 1, commeker(f + Id) c ker((f + Id)?) et que
dim(ker(f + Id)) < dim Ker((f + Id)?), on aker(f + Id) & ker((f + 1d)?)
Il reste & montrer quieer(f + Id) # {Ogs}, on vient de montrer quiim(ker(f + Id)) = 1, donc c’est
fini.
7. D’apres la question précédente a = (—3,1,2)
Soith = (x4, x5, x3) tel que(f + Id)(b) = a
—9 -3 —12\ /X —3 —9x, —3x, — 12x3 = =3
(A+I)Xb=Xa<:>(5 1 7)(9@):(1)@{ 51 +x, +7x3=1
6 2 8 X3 2 6x1 + 2x, +8x3 =2

®13x1+x2+4x3=1 {3x1+x2+4x3=1 3x; +x, +4x3=1

Mt x+in=1e 5x1+xz+7x3=1®3L2_5L1{ —2X3 + x3 = =2

3x1 +x, +4x3 =1
@{3x1+x2+4(—2+2x2)=1®{3x1=—9—9x2 {x1=3—3x2
X3 =—2+2x, X3 =—2+2x, X3 =—2+2x,
On peut prendre n’importe quelle valeur pour x,, en général on prend 0, mais icj,= 1 est plus
adapté.
b = (0,1,0) convient.
—9 _—3 —12\ /%1 0 —9x1 —3x, —12x3 =0
(F+Id)()=bo (A+DX, =X, @< 5 1 7 )(xz>= (1)@{ S5x; 4 Xy + 7x5 = 1

6 2 8 X3 0 6x1 + 2x2 + 8x3 =0

3x; +xp +4x3 =0 3x; + %, +4x3 =0 3x1+x; +4x3 =0
3x1+x2+4‘X3=0 1 2 37 2 3

3x;+x, +4(B3+2x,)=0 3x; = —-12—-9x x; =—4—3x
‘:’{ ' x23=3(+2x22) ‘:’{ ;3:3+2x2 2(:){;3=3+2x22
Je prends, par exempte = —1, on trouve alorg; = —1 etx; = 1 doncc = (—1,—-1,1)
8. On rappelle que, choisit aingg, b, ¢) est une base.
(f+1d)(a) =0gs © f(a) +a =0gs © f(a) = —a
f+I1d)b)=as f(b)+b=ae f(b)=a—>b
f+id)(c)=be f(c)+c=bes f(c)=b—c

-1 1 0
Mat(a,b'c) (U) = 0 -1 1

0 0 -1

Donc

Allez a: Exercice 74
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