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Applications linéaires, matrices, déterminants 
 
 
Exercice 1.    

Soit ݑ:ℝଷ → ℝଶ définie pour tout ݔ = ሺݔଵ, ,ଶݔ ଷሻݔ א ℝଷ par  ݑሺݔሻ = ሺݔଵ + ଶݔ + ,ଷݔ ଵݔʹ + ଶݔ −  ଷሻݔ
1. Montrer que ݑ est linéaire.  
2. Déterminer kerሺݑሻ. 

Allez à : Correction exercice 1 
 
Exercice 2.   

Soit ݂ : ℝଷ → ℝଶ définie par ݂ሺݔ, ,ݕ ሻݖ = ሺݔ + ݕ + ݔ−,ݖ + ݕʹ +  ሻݖʹ
On appelle ߚ = ሺ݁ଵ, ݁ଶ, ݁ଷሻ la base canonique de ℝଷ et ߚ′ = ሺ ଵ݂, ଶ݂ሻ la base canonique de ℝଶ. 
1. Montrer que ݂  est une application linéaire. 
2. Donner une base et la dimension de kerሺ݂ሻ et une base et la dimension de ݉ܫሺ݂ሻ. 

Allez à : Correction exercice 2 
  
Exercice 3.  

Soit ݂ : ℝଷ → ℝଶ définie pour tout vecteur ݑ = ሺݔ, ,ݕ ሻݖ א ℝଷ par : ݂ሺݑሻ = ሺ−ʹݔ + ݕ + ,ݖ ݔ − ݕʹ +  ሻݖ
1. Montrer que ݂  est une application linéaire. 

2. Donner une base de kerሺ݂ሻ, en déduire dim(݉ܫሺ݂ሻ൯. 
3. Donner une base de ݉ܫሺ݂ሻ. 

Allez à : Correction exercice 3 
 
Exercice 4.  

On considère l’application ℎ:ℝଶ → ℝଶ définie par :  ℎሺݔ, ሻݕ = ሺݔ − ݔ͵−,ݕ +  ሻݕ͵
1. Montrer que ℎ est une application linéaire. 
2. Montrer que ℎ est ni injective ni surjective. 
3. Donner une base de son noyau et une base de son image. 

Allez à : Correction exercice 4 
 
Exercice 5.  

Soit ݂  l’application linéaire ݂:ℝଷ → ℝଷ définie par : ݂ሺݔଵ, ,ଶݔ ଷሻݔ = ሺݔଵ − ,ଷݔ ଵݔʹ + ଶݔ − ,ଷݔ͵ ଶݔ− +  ଷሻݔʹ
Et soit ሺ݁ଵ, ݁ଶ, ݁ଷሻ la base canonique de ℝଷ. 

1. Calculer ݂ ሺ݁ଵሻ, ݂ ሺ݁ଶሻ et ݂ ሺ݁ଷሻ. 
2. Déterminer les coordonnées de ݂ሺ݁ଵሻ, ݂ ሺ݁ଶሻ et ݂ ሺ݁ଷሻ dans la base canonique. 
3. Calculer une base de kerሺ݂ሻ et une base de ݉ܫሺ݂ሻ. 

Allez à : Correction exercice 5 
 
Exercice 6.  

Soit ݂ : ℝଷ → ℝଷ définie pour tout vecteur ݑ = ሺݔ, ,ݕ ሻݖ א ℝଷ par : ݂ሺݑሻ = ሺ−ʹݔ + ݕ + ,ݖ ݔ − ݕʹ + ,ݖ ݔ + ݕ −  ሻݖʹ
1. Montrer que ݂  est une application linéaire. 
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2. Donner une base de kerሺ݂ሻ, en déduire dim(݉ܫሺ݂ሻ൯. 
3. Donner une base de ݉ܫሺ݂ሻ. 

Allez à : Correction exercice 6 
 
Exercice 7.   

Soit ℬ = ሺ݁ଵ, ݁ଶ, ݁ଷሻ 
Soit ݂ : ℝଷ → ℝଷ l’application linéaire définie pour tout ݑ = ሺݔ, ,ݕ ሻݖ א ℝଷ par : ݂ሺݑሻ = ሺ͸ݔ − Ͷݕ − Ͷݖ, ͷݔ − ݕ͵ − Ͷݖ, ݔ −  ሻݕ

1. Montrer qu’il existe un vecteur ܽ א ℝଷ, non nul, tel que kerሺ݂ሻ =  ሺܽሻ, déterminer un vecteur quiݐܿ݁�
convient. 

2. Soit ܾ = ݁ଵ + ݁ଶ et ܿ = ݁ଶ − ݁ଷ 
a. Calculer ݂ ሺܾሻ et ݂ ሺܿሻ 
b. En déduire que {ܾ, ܿ} est une base de ݉ܫሺ݂ሻ. 

On pourra utiliser une autre méthode. 
3. Déterminer une ou plusieurs équations caractérisant ݉ܫሺ݂ሻ. 
4. A-t-on kerሺ݂ሻ⨁݉ܫሺ݂ሻ = ℝଷ ? 

Allez à : Correction exercice 7 
 
Exercice 8.   

Soit ℬ = ሺ݁ଵ, ݁ଶ, ݁ଷ, ݁ସሻ la base canonique de ℝସ et ℬ′ = ሺ ଵ݂, ଶ݂, ଷ݂ሻ la base canonique de ℝଷ.  
Soit ݑ:ℝସ → ℝଷ une application linéaire définie par ݑሺ݁ଵሻ = ଵ݂ − ଶ݂ + ʹ ଷ݂; ሺ݁ଶሻݑ   = ʹ ଵ݂ + ଶ݂ − ͵ ଷ݂; ሺ݁ଷሻݑ = ͵ ଵ݂ − ଷ݂   ݁ݑ  ݐሺ݁ସሻ = − ଵ݂ − ʹ ଶ݂ + ͷ ଷ݂ 
1. Déterminer l’image par ݑ dans vecteurs ݔ = ሺݔଵ, ,ଶݔ ,ଷݔ   ସሻݔ
2. Déterminer une base de kerሺݑሻ et sa dimension de kerሺݑሻ. 
3. Déterminer une base de ݉ܫሺݑሻ et sa dimension. 

Allez à : Correction exercice 8 
 
Exercice 9.  

Soit ݑ:ℝସ → ℝସ l’application définie pour tout ݔ = ሺݔଵ, ,ଶݔ ,ଷݔ ସሻݔ א ℝସ par : ݑሺݔሻ = ሺݔଵ − ଶݔ + ,ଷݔ Ͳ, ଵݔ + ଶݔ − ଷݔ + ,ସݔ  ସሻݔ
Soit ܧ = {ሺݔଵ, ,ଶݔ ,ଷݔ ସሻݔ א ℝସ, ଵݔ + ଶݔ − ଷݔ + ସݔ = Ͳ} 
1. Donner une base de kerሺݑሻ et sa dimension. 
2. Donner une base (La plus simple possible) de ݉ܫሺݑሻ et sa dimension. 
3. A-t-on kerሺݑሻ⨁݉ܫሺݑሻ = ℝସ ? 
4. Montrer que ܧ est un sous-espace vectoriel de ℝସ, en donner une base et sa dimension. 
5. A-t-on kerሺݑሻ⨁ܧ = ℝସ ? 

Allez à : Correction exercice 9 
 
Exercice 10.   

On appelle ߚ = ሺ݁ଵ, ݁ଶ, ݁ଷ, ݁ସሻ la base canonique de ℝସ. 
Soit ݑ:ℝସ → ℝସ qui, à un vecteur ݔ = ሺݔଵ, ,ଶݔ ,ଷݔ ସሻݔ א ℝସ associe le vecteur ݑሺݔሻ א ℝସ définit par : ݑሺݔሻ = ሺݔଵ − ଶݔ + ଷݔʹ + ,ସݔʹ ଵݔ + ଶݔʹ − ଷݔ + ,ସݔʹ ଵݔ− + ଶݔ − ଷݔʹ − ,ସݔʹ ଵݔ− + ଶݔ − ଷݔ −  ସሻݔ
On admettra que ݑ est une application linéaire. 
1. Déterminer une base du noyau de ݑ. 
2. Déterminer une base de l’image de ݑ. 
3. Déterminer une ou plusieurs équations caractérisant ݉ܫሺݑሻ. 

Allez à : Correction exercice 10 
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Exercice 11.  
Soit ݂  un endomorphisme de ℝଷ dont l'image de la base canonique ߚ = ሺ݁ଵ, ݁ଶ, ݁ଷሻ est : ݂ሺ݁ଵሻ = −͹݁ଵ − ͸݁ଶ ݂ሺ݁ଶሻ = ͺ݁ଵ + ͹݁ଶ ݂ሺ݁ଷሻ = ͸݁ଵ + ͸݁ଶ − ݁ଷ 

1. Pour tout vecteur ݔ = ଵ݁ଵݔ + ଶ݁ଶݔ + ݂ ଷ݁ଷ déterminerݔ ∘ ݂ሺݔሻ. 
2. En déduire que ݂ est inversible (c'est-à-dire bijective) et déterminer ݂−ଵ. 

Allez à : Correction exercice 11 
 
Exercice 12.  

Soit ݂ : ℝସ → ℝସ définie pour tout ሺݔ, ,ݕ ,ݖ ሻݐ א ℝସ par ݂ሺݔ, ,ݕ ,ݖ ሻݐ = ሺݔ − ,ݕʹ ݔ − ,ݕʹ Ͳ, ݔ − ݕ − ݖ −  ሻݐ
1. Montrer que ݂  est une application linéaire. 
2. Déterminer le noyau et l’image de ݂. 
3. A-t-on kerሺ݂ሻ⊕ ሺ݂ሻ݉ܫ = ℝସ ? 

Allez à : Correction exercice 12 
 
Exercice 13.  

Soit l’application ݂:ℝସ → ℝଷ définie pour tout ݑ = ሺݔ, ,ݕ ,ݖ ሻݐ א ℝସ par : ݂ሺݔ, ,ݕ ,ݖ ሻݐ = ሺݔ + ,ݕ ݖ + ,ݐ ݔ + ݕ + ݖ +  ሻݐ
1. Montrer que ݂  est une application linéaire. 
2. Déterminer une base de kerሺ݂ሻ. 
3. Déterminer une base de ݉ܫሺ݂ሻ. 

Allez à : Correction exercice 13 
 
Exercice 14.  

Soit ݑ:ℝଷ → ℝଷ l’application définie par : ݑሺݔଵ, ,ଶݔ ଷሻݔ = ሺ−ʹݔଵ + Ͷݔଶ + Ͷݔଷ, ଵݔ− + ,ଷݔ ଵݔʹ− + Ͷݔଶ + Ͷݔଷሻ 
1. Montrer que ݑ est linéaire. 
2. Déterminer une base de kerሺݑሻ et une base de ݉ܫሺݑሻ. 
3. A-t-on kerሺݑሻ ⊕ ሻݑሺ݉ܫ = ℝଷ ? 

Allez à : Correction exercice 14 
 
Exercice 15.   

Soit ߚ = ሺ݁ଵ, ݁ଶ, ݁ଷሻ la base canonique de ℝଷ 
Soit ݑ un endomorphisme de ℝଷ défini par : ݑሺ݁ଵሻ = ʹ݁ଵ + ݁ଶ + ͵݁ଷ; ሺ݁ଶሻݑ     = ݁ଶ − ͵݁ଷ; ሺ݁ଷሻݑ     = −ʹ݁ଶ + ʹ݁ଷ 
1. Soit ݔ = ሺݔଵ, ,ଶݔ ଷሻݔ א ℝଷ un vecteur. 

Déterminer l’image par ݑ du vecteur ݔ. (Calculer ݑሺݔሻ). 
2. Soient ܧ = ݔ} א ℝଷ, ሻݔሺݑ = ܨ et {ݔʹ = ݔ} א ℝଷ, ሻݔሺݑ =  {ݔ−

Montrer que ܧ et ܨ sont des sous-espaces vectoriels de ℝଷ. 
3. Déterminer une base de ܧ et une base de ܨ. 
4. Y a-t-il ܨ⨁ܧ = ℝଷ ? 

Allez à : Correction exercice 15 
  
Exercice 16.  

Soit ሺ݁ଵ, ݁ଶ, ݁ଷሻ la base canonique de ℝଷ 
Soit ݂ : ℝଷ → ℝଷ l’application linéaire telle que : 
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݂ሺ݁ଵሻ = − ଵଷ ݁ଵ + ଶଷ ݁ଶ + ଶଷ ݁ଷ = ଵଷ ሺ−݁ଵ + ʹ݁ଶ + ʹ݁ଷሻ, ݂ ሺ݁ଶሻ = ଶଷ ݁ଵ − ଵଷ ݁ଶ + ଶଷ ݁ଷ = ଵଷ ሺʹ݁ଵ − ݁ଶ + ʹ݁ଷሻ et   ݂ሺ݁ଷሻ = ଶଷ ݁ଵ + ଶଷ ݁ଶ − ଵଷ ݁ଷ = ଵଷ ሺʹ݁ଵ + ʹ݁ଶ − ݁ଷሻ 
Soient ܧ−ଵ = ݑ} א ℝଷ│݂ሺݑሻ = ଵܧ et {ݑ− = ݑ} א ℝଷ│݂ሺݑሻ =  {ݑ

1. Montrer que ܧ−ଵ et ܧଵ sont des sous-espaces vectoriels de ℝଷ. 
2. Montrer que ݁ଵ − ݁ଶ et ݁ ଵ − ݁ଷ appartiennent à ܧ−ଵ et que ݁ଵ + ݁ଶ + ݁ଷ appartient à  ܧଵ. 
3. Que peut-on en déduire sur les dimensions de ܧ−ଵ et de ܧଵ ? 
4. Déterminer ܧ−ଵ ∩  .ଵܧ
5. A-t-on ܧ−ଵ⊕ܧଵ = ℝଷ ? 
6. Calculer ݂ ଶ = ݂ ∘ ݂ et en déduire que ݂ est bijective et déterminer ݂−ଵ. 

Allez à : Correction exercice 16 
 
Exercice 17.  

Soit ߚ = ሺ݁ଵ, ݁ଶ, ݁ଷሻ la base canonique de ℝଷ 
Soient ܽ = ͳ͵ ሺʹ,−ʹ,ͳሻ; ܾ = ͳ͵ ሺʹ,ͳ, −ʹሻ; ܿ = ͳ͵ ሺͳ,ʹ,ʹሻ 
Soit ߚ′ = ሺܽ, ܾ, ܿሻ  
Soit ݑ l’endomorphisme de ℝଷ définie par : ݑሺ݁ଵሻ = ͵݁ଵ + ݁ଶ − ݁ଷ ݑሺ݁ଶሻ = ݁ଵ + ͹݁ଶ ݑሺ݁ଷሻ = −݁ଵ − ݁ଷ 
1. Montrer que ߚ′ est une base de ℝଷ. 
2. Soit ݔ = ሺݔଵ, ,ଶݔ ଷሻݔ א ℝଷ, calculer ݑሺݔሻ. 
3. Montrer que : ݑሺܽሻ = ͵ܽ − ሺܾሻݑ ܿ͵ = ͵ܾ + ሺܿሻݑ ܿ͵ = −͵ܽ + ͵ܾ + ͵ܿ 

Allez à : Correction exercice 17 
 
Exercice 18.   

Soit ݌ l’application de ℝଷ dans ℝଷ qui a tout vecteur ݑ = ሺݔ, ,ݕ ሻݑሺ݌ ሻ associe le vecteurݖ = ሺʹݔ + ݕ + ,ݖʹ ݔ−,ݕ − ݕ −  ሻݖ
Soit ሺ݁ଵ, ݁ଶ, ݁ଷሻ la base canonique de ℝଷ. On note ݌ଶ = ݌ ∘  .݌
1. Montrer que ݌ est une application linéaire. 
2. Calculer ݌ሺ݁ଵሻ, ݌ሺ݁ଶሻ et ݌ሺ݁ଷሻ, puis ݌ଶሺ݁ଵሻ, ݌ଶሺ݁ଶሻ et ݌ଶሺ݁ଷሻ, que peut-on en déduire sur ݌ଶሺݑሻ pour 

tout ݑ א ℝଷ ? 
3. Donner une base de ݉ܫሺ݌ሻ et une base de kerሺ݌ −  ሻ, montrer que ces deux espaces vectoriels sont݀ܫ

égaux. 
4. Montrer que kerሺ݌ሻ ⊕ ሻ݌ሺ݉ܫ = ℝଷ 

 
Allez à : Correction exercice 18 
 
Exercice 19.  

Soit ܧ un espace vectoriel. Soit ݂ un endomorphisme de ܧ tel que ݂ ଶ = ݂ ∘ ݂ =  .ா݀ܫ
On pose ܧଵ = kerሺ݂ − ଶܧ ாሻ et݀ܫ = kerሺ݂ +  ாሻ݀ܫ

1. Soit ݔଵ א ଶݔ ଵ etܧ א ݂ ଶ. Calculerܧ ሺݔଵሻ et ݂ ሺݔଶሻ. 
2. Pour tout ݔ א ݔ écrire ܧ = ௙ሺ�ሻ+�ଶ − ௙ሺ�ሻ−�ଶ  et montrer que ܧଵ⊕ܧଶ =  ܧ
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3. On suppose que ܧ est de dimension finie et que ݂ ≠ ,ଵݒா. Soit ሺ݀ܫ± ,ଶݒ … , ଵܧ : telle que ܧ ሻ une base de�ݒ = ,ଵݒሺݐܿ݁� … , ଶܧ ௥ሻ etݒ = ,௥+ଵݒሺݐܿ݁� … , ݂ ሻ calculer�ݒ ሺݒ�ሻ dans la base ሺݒଵ, ,ଶݒ … ,  .ሻ�ݒ
Allez à : Correction exercice 19 
 
Exercice 20.   

Soit ߚ = ሺ݁ଵ, ݁ଶሻ la base canonique de ℝଶ. Soit ݑ un  endomorphisme de ℝଶ tel que ݑሺ݁ଵሻ = ݁ଵ + ݁ଶ et tel 
que dimሺkerሺݑሻሻ = ͳ 
1. Déterminer ݑሺ݁ଶሻ en fonction d’un paramètre ܽ א ℝ. 
2. Déterminer l’image d’un vecteur ݔ = ሺݔଵ, ଶሻݔ א ℝ en fonction de ܽ. 
3. Déterminer une base du noyau de kerሺݑሻ. 

Allez à : Correction exercice 20 
 
Exercice 21.  

Soit ݂ : ℝସ → ℝ l’application définie pour tout ݔ = ሺݔଵ, ,ଶݔ ,ଷݔ ସሻݔ א ℝସ par  ݂ሺݔሻ = ଵݔ + ଶݔ + ଷݔ +  ସݔ
On appelle ߚ = ሺ݁ଵ, ݁ଶ, ݁ଷ, ݁ସሻ la base canonique de ℝସ. 

1. Calculer les images des vecteurs de la base canonique par ݂. En déduire la dimension de imሺ݂ሻ. 
2. Déterminer la dimension de kerሺ݂ሻ et en donner une base. 

Allez à : Correction exercice 21 
 
Exercice 22.  

Soit ݑ l’application de ℝ� dans ℝ définie pour tout ݔ = ሺݔଵ, ,ଶݔ … , ሻݔሺݑ : ሻ par�ݔ = ଵݔ + ଶݔ +ڮ+  �ݔ
1. Montrer que ݑ est une application linéaire. 
2. Déterminer les dimensions de ℐ݉ሺݑሻ et de kerሺݑሻ. 

Allez à : Correction exercice 22 
 
Exercice 23.  

Soit ݑ une application linéaire de ܧ dans ܧ ,ܧ étant un espace vectoriel de dimension ݊ avec ݊  pair. 
Montrer que les deux assertions suivantes sont équivalentes 

(a) ݑଶ = ܱா (où ܱ ா est l’application linéaire nulle) et ݊ = ʹdim(݉ܫሺݑሻ൯ 
(b) ݉ܫሺݑሻ = kerሺݑሻ 

Allez à : Correction exercice 23 
 
Exercice 24.  
Question de cours 

Soit ݑ une application linéaire de ܧ vers ܧ. 
Montrer que :  ݑ est injective si et seulement si kerሺݑሻ = {Ͳா}. 

Allez à : Correction exercice 24 
 
Exercice 25.  

Soit ܧ:ݑ →  .un réel ߣ une application linéaire et ܧ
1. Soit ܧ� = kerሺݑ − ݔ ሻ pourݔሺݑ ாሻ. Calculer݀�ߣ א  �ܧ

Montrer que est un sous-espace vectoriel de ܧ. 
2. Soit ܨ ⊂  .ܧ ሻ est un sous-espace vectoriel deܨሺݑ montrer que ,ܧ un sous-espace vectoriel de ܧ
3. Si ߣ ≠ Ͳ, montrer que ݑሺܧ�ሻ =  �ܧ

Allez à : Correction exercice 25 
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Exercice 26.   
Soient ܧ et ܨ deux espaces vectoriels de dimension respectives ݊ et ݌ 
Soit ܧ:ݑ →  une application linéaire ܨ
1. Montrer que si ݊ <  .n’est pas surjective ݑ alors ݌
2. Montrer que si ݊ >  .n’est pas injective ݑ alors ݌

Allez à : Correction exercice 26 
 
Exercice 27.  

Soit ݂ : ܧ →  une application linéaire ܨ
Montrer que : kerሺ݂ሻ ∩ imሺ݂ሻ = ݂ሺkerሺ݂ଶሻሻ 

Allez à : Correction exercice 27 
 
Exercice 28.   

Soient ݂  et ݃  deux endomorphisme de ℝ�. Montrer que ݂ሺkerሺ݃ ∘ ݂ሻሻ = kerሺ݃ሻ ∩  ሺ݂ሻ݉ܫ
Allez à : Correction exercice 28 
 
Exercice 29.  

Soit ݑ un endomorphisme de ܧ un espace vectoriel. 
1. Montrer que kerሺݑሻ ⊂ kerሺݑଶሻ. 
2. Montrer que ݉ܫሺݑଶሻ ⊂  .ሻݑሺ݉ܫ

Allez à : Correction exercice 29 
 
Exercice 30.  

Soit ݑ un endomorphisme de ܧ, un espace vectoriel. 
Montrer que les assertions suivantes sont équivalentes 

(i) kerሺݑሻ ∩ �݉ሺݑሻ = {Ͳா} 
(ii)  kerሺݑሻ = kerሺݑ ∘  ሻݑ

Allez à : Correction exercice 30 
 
Exercice 31.  

Soit ݑ:ℝ௣ → ℝ௤, une application linéaire, ݁ = ሺ݁ଵ, … , ݁௣ሻ la base canonique de ℝ௣ et ݂ = ሺ ଵ݂, … , ௤݂ሻ la 

base canonique de ℝ௤. 
݌ .1 = ݍ ,͵ = ሺ݁ଵሻݑ ʹ = ଵ݂ + ʹ ଶ݂, ݑሺ݁ଶሻ = ʹ ଵ݂ − ଶ݂ et ݑሺ݁ଷሻ = − ଵ݂ + ଶ݂ 

a) Déterminer l’image d’un vecteur ݔ = ሺݔଵ, ,ଶݔ  .ݑ ଷሻ parݔ
b) Déterminer la matrice de ݑ de la base ݁ dans la base ݂. 

c) Déterminer le noyau et l’image de ݑ. 
݌ .2 = ͵ et ݍ = ͵, dans cette question ݁ = ሺ݁ଵሻݑ ݂ = ͵݁ଵ + ʹ݁ଶ + ʹ݁ଷ, ݑሺ݁ଶሻ = ʹ݁ଵ + ͵݁ଶ + ʹ݁ଷ et ݑሺ݁ଷሻ = ʹ݁ଵ + ʹ݁ଶ + ͵݁ଷ 

a) Déterminer l’image d’un vecteur ݔ = ሺݔଵ, ,ଶݔ  .ݑ ଷሻ parݔ
b) Déterminer la matrice de ݑ de la base ݁ dans la base ݁. 
c) Déterminer le noyau et l’image de ݑ. 

Allez à : Correction exercice 31 
 
Exercice 32.  
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Soit ݑ:ℝ௣ → ℝ௤, une application linéaire, ݁ = ሺ݁ଵ, … , ݁௣ሻ la base canonique de ℝ௣ et ݂ = ሺ ଵ݂, … , ௤݂ሻ la 

base canonique de ℝ௤. 
݌ .1 = ݍ ,ʹ = ܣ ͵ = ሻݑ௘,௙ሺݐܽܯ = ( ͳ Ͳ−ͳ ʹͳ ͳ) 

a) Déterminer l’image d’un vecteur ݔ = ሺݔଵ,  .ݑ ଶሻ parݔ
b) Déterminer l’image de la base ݁ (c’est-à-dire ݑሺ݁ଵሻ et ݑሺ݁ଶሻ). 
c) Déterminer le noyau et l’image de ݑ. 

݌ .2 = Ͷ, ݍ = Ͷ, dans cette question ݁ = ݂ 

ܣ = ሻݑ௘,௙ሺݐܽܯ = ൮ ͳ Ͳ ʹ −ͳ−ͳ ʹ Ͳ −ͳͳ −ͳ ͳ Ͳʹ ͵ ͹ −ͷ) 

a) Déterminer l’image d’un vecteur ݔ = ሺݔଵ, ,ଶݔ ,ଷݔ  .ݑ ସሻ parݔ
b) Déterminer l’image de la base ݁ (c’est-à-dire ݑሺ݁ଵሻ, ݑሺ݁ଶሻ, ݑሺ݁ଷሻ et ݑሺ݁ସሻ ). 
c) Déterminer le noyau et l’image de ݑ. 

Allez à : Correction exercice 32 
 
Exercice 33.  

Soit ݑ:ℝ௣ → ℝ௤, une application linéaire, ݁ = ሺ݁ଵ, … , ݁௣ሻ la base canonique de ℝ௣ et ݂ = ሺ ଵ݂, … , ௤݂ሻ la 

base canonique de ℝ௤. 
݌ .1 = ͵ et ݍ = ͵ dans cette question ݁ = ݂. Soit ݔ = ሺݔଵ, ,ଶݔ ଷሻݔ א ℝଷ ݑሺݔሻ = ሺݔଵ + ,ଶݔ ଵݔʹ − ,ଷݔ ଵݔ͵ + ଶݔ −  ଷሻݔ

(On admet que ݑ est une application linéaire). 
a) Déterminer l’image de la base ݁ (c’est-à-dire ݑሺ݁ଵሻ, ݑሺ݁ଶሻ, et ݑሺ݁ଷሻ ). 
b) Déterminer la matrice de ݑ de la base ݁ dans la base ݁. 
c) Déterminer le noyau et l’image de ݑ. 

݌ .2 = ͵ et ݍ = ͵ dans cette question ݁ = ݂. Soit ݔ = ሺݔଵ, ,ଶݔ ଷሻݔ א ℝଷ ݑሺݔሻ = ሺݔଵ + ,ଶݔ ଵݔ + ,ଶݔ ଵݔ +  ଶሻݔ
(On admet que ݑ est une application linéaire). 
a) Déterminer l’image de la base ݁ (c’est-à-dire ݑሺ݁ଵሻ, ݑሺ݁ଶሻ, et ݑሺ݁ଷሻ ). 
b) Déterminer la matrice de ݑ de la base ݁ dans la base ݁. 
c) Déterminer le noyau et l’image de ݑ. 

Allez à : Correction exercice 33 
 
Exercice 34.  

Soit ݂ : ℝସ → ℝଷ l’application linéaire dont la matrice dans les base canonique de ℝସ et ℝଷ est ܣ = (ͳ ʹ ͳ ͵ͳ ͳ ʹ ͳͳ −ʹ ͷ −ͳͳ) 

1. Déterminer une base du noyau de ݂. 
2. Déterminer une base de l’image de ݂. Quel est le rang de ܣ ? 

Allez à : Correction exercice 34 
 
Exercice 35.    

Déterminer le rang de la matrice 
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ܣ = ൮ͳ ͳ ʹ ͳ ͳʹ ͳ ͳ ͳ ͳͳ ͳ ͳ ʹ ͳʹ ͳ ͳ ͳ ͳ) 

Allez à : Correction exercice 35 
 

Exercice 36.  

Soit  la matrice ܣ de  définie par : ܣ = (ͳ͵ −ͺ −ͳʹͳʹ −͹ −ͳʹ͸ −Ͷ −ͷ ) 

1. Montrer que ܣ est inversible et calculer son inverse ܣ−ଵ. 
2. En déduire ܣ�, pour tout ݊  entier. 

Allez à : Correction exercice 36 
 
Exercice 37.  

Soit ܣ la matrice de définie par : ܣ = (Ͳ ͳ ͳͳ Ͳ ͳͳ ͳ Ͳ) 

1. Calculer ܣଶ.  
2. Trouver un polynôme ܲ de degré 2 tel que ܲሺܣሻ = ܱ. 
3. En déduire ܣ−ଵ. 
4. Retrouver ܣ−ଵ par une autre méthode. 

Allez à : Correction exercice 37 
 
Exercice 38.  

Soit ܣ = (ͳ Ͳ ͲͲ Ͳ ͳͲ −ͳ Ͳ)  

1. Calculer ܣଶ  et ܣଷ. Calculer ܣଷ − ଶܣ + ܣ −  .ܫ
2. Exprimer ܣ−ଵ en fonction de ܣଶ, ܣ et ܫ. 
3. Exprimer ܣସ en fonction de ܣଶ, ܣ et ܫ. 

Allez à : Correction exercice 38 
 
Exercice 39.    

Soit ܣ la matrice  ܣ = ( ͵ Ͳ ͳ−ͳ ͵ −ʹ−ͳ ͳ Ͳ ) 

Calculer ሺܣ −  .ଶܣ et de ܣ ,ܫ ଵ en fonction de−ܣ est inversible et déterminer ܣ ሻଷ, puis en déduire queܫʹ
Allez à : Correction exercice 39 

 
Exercice 40.  

A tout nombre réel ݐ on associe la matrice : ܯሺݐሻ = (chሺݐሻ shሺݐሻshሺݐሻ chሺݐሻ) 
1. Calculer le produit des matrices ܯሺݐଵሻ et ሺݐଶሻ, où ݐଵ et ݐଶ sont deux réels quelconques. 
2. Montrer que ܯሺݐሻ est inversible, et déterminer ܯ−ଵሺݐሻ. 

Allez à : Correction exercice 40 
 
Exercice 41.   

Soit ߚ = ሺ݁ଵ, ݁ଶ, ݁ଷሻ la base canonique de ℝଷ 
Soit ݑ:ℝଷ → ℝଷ l’endomorphisme de ℝଷ dont la matrice dans la base canonique est  
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ܣ = (ͳ ʹ −ʹʹ ͳ −ʹʹ ʹ −͵) 

1. Montrer que ܧଵ = ݔ} א ℝଷ, ሻݔሺݑ =  .ܽ est un sous-espace vectoriel de ℝଷ dont on donnera une base {ݔ
2. Soient ܾ = ሺͲ,ͳ,ͳሻ et ܿ = ሺͳ,ͳ,ʹሻ deux vecteurs de ℝଷ. Calculer ݑሺܾሻ et ݑሺܿሻ. 
3. Montrer que ߚ′ = ሺܽ, ܾ, ܿሻ est une base de ℝଷ. 
4. Déterminer la matrice de passage ܲ de ߚ à ߚ′. 
5. Calculer ܲ −ଵ. 
6. Déterminer la matrice ܦ de ݑ dans la base ߚ′. 
7. Donner la relation entre ܣ, ܲ et ܦ. 

Allez à : Correction exercice 41 
 
Exercice 42.  

Soit ݂ une application de ℝଶ dans ℝଶ définie par : ݂ ሺݔଵ, ଶሻݔ = ሺݔଵ − ,ଶݔ ଵݔ + ߚ ଶሻ etݔ = ሺ݁ଵ, ݁ଶሻ la 
base canonique de ℝଶ. 

1. Montrer que ݂  est un endomorphisme de ℝଶ. 
2. Déterminer la matrice ܣ de ݂  dans la base ߚ. 
3.  

a) Déterminer le noyau et l'image de ݂. 
b) En déduire que ݂ est inversible. 
c) Déterminer ݂ −ଵ dans la base ߚ, en déduire ܣ−ଵ. 

4. Montrer que ܣ =   .ܪܴ
Où ܪ est la matrice d'une homothétie dont on donnera le rapport et ܴ est la matrice d'une rotation dont 
on donnera l'angle. 

Soient ܽ = ݁ଵ + ݁ଶ et ܾ = ݁ଵ − ݁ଶ deux vecteurs de ℝଶ. On pose ߚ′ = ሺܽ, ܾሻ. 
5. Montrer que ߚ′ = ሺܽ, ܾሻ est une base de ℝଶ. 
6. Calculer ݂ ሺܽሻ et ݂ ሺܾሻ. 
7. Déterminer la matrice de ݂ dans la base ߚ′. 

Allez à : Correction exercice 42 
 
Exercice 43.  

Soit ߚ = ሺ݁ଵ, ݁ଶ, ݁ଷሻ la base canonique de ℝଷ. 
Soit ݑ l’endomorphisme de ℝଷ dont la matrice dans la base canonique est : ܣ = ( ͳ Ͷ Ͷ−ͳ −͵ −͵Ͳ ʹ ͵ ) 

Soient ܽ = ݁ଵ − ݁ଶ + ݁ଷ, ܾ = ʹ݁ଵ − ݁ଶ + ݁ଷ et ܿ = ʹ݁ଵ − ʹ݁ଶ + ݁ଷ trois vecteurs de ℝଷ 
1. Montrer que ߚ′ = ሺܽ, ܾ, ܿሻ est une base de ℝଷ. 
2. Déterminer la matrice de passage ܲ de ߚ à ߚ′. Calculer ܲ −ଵ. 
3. Déterminer la matrice ܴ de ݑ dans la base ߚ′. 
4.  

a) Calculer ܲ −ଵܲܣ en fonction de ܴ 
b) Calculer ܴ ସ 
c) En déduire les valeurs de ܣସ�. 

Allez à : Correction exercice 43 
 
Exercice 44.  

Soit ߚ = ሺ݁ଵ, ݁ଶ, ݁ଷሻ la base canonique de ℝଷ. 
Soit ݑ une application linéaire de ℝଷ dans ℝଷ définie par : 
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ሺ݁ଵሻݑ = −͵݁ଵ + ʹ݁ଶ − Ͷ݁ଷ  ݑሺ݁ଶሻ = ݁ଵ − ݁ଶ + ʹ݁ଷ  ݑሺ݁ଷሻ = Ͷ݁ଵ − ʹ݁ଶ + ͷ݁ଷ  
1. Déterminer la matrice de ݑ dans la base canonique. 
2. Montrer que ܧ = ݔ} א ℝଷ, ሻݔሺݑ =  .ܧ est ͳ et donner un vecteur non nul ܽ de ܧ est un sous-espace vectoriel de ℝଷ. Montrer que la dimension de {ݔ
3. Montrer que ܨ = {ሺݔଵ, ,ଶݔ ଷሻݔ א ℝଷ, ଵݔʹ− + ଶݔʹ + ଷݔ͵ = Ͳ} est un sous-espace vectoriel de ℝଷ. 

Donner une base ሺܾ, ܿሻ de ܨ. 

4. Montrer que ߚ′ = (ܽ, ܾ,  .ሺܾሻ൯ est une base de ℝଷݑ
5. Montrer que ܧ ⊕ ܨ = ℝଷ. 
6. Déterminer la matrice ܴ de ݑ dans la base ߚ′. 

Allez à : Correction exercice 44 
 
Exercice 45.   

Soit ߚ = ሺ݁ଵ, ݁ଶ, ݁ଷሻ la base canonique de ℝଷ. 
Soit ݑ l’application linéaire qui a un vecteur ݔ = ሺݔଵ, ,ଶݔ ଷሻݔ א ℝଷ associe le vecteur ݑሺݔሻ = ሺݔଶ − ,ଷݔʹ ଵݔʹ − ଶݔ + Ͷݔଷ, ଵݔ − ଶݔ +  ଷሻݔ͵
1. Déterminer la matrice ܣ de ݑ dans la base canonique. 
2. Déterminer une base ሺܽ, ܾሻ de kerሺݑ −  .ሻ݀ܫ
3. Donner un vecteur ܿ tel que kerሺݑሻ =  .ሺܿሻݐܿ݁ݒ
4. Montrer que ߚ′ = ሺܽ, ܾ, ܿሻ est une base de ℝଷ. 
5. Déterminer la matrice ܦ de ݑ dans la base ߚ′. 
6. Montrer que ݉ܫሺݑሻ = kerሺݑ −  ሻ݀ܫ
7. Montrer que kerሺݑሻ ⊕ ሻݑሺ݉ܫ = ℝଷ. 

Allez à : Correction exercice 45 
 
Exercice 46.  

Soit ݑ l’endomorphisme de ℝଷ défini pour tout ݔ = ሺݔଵ, ,ଶݔ ሻݔሺݑ ଷሻ parݔ = ሺ−ͳͲݔଵ + ଶݔ͵ + ͳͷݔଷ, ଵݔʹ− + ,ଷݔ͵ −͸ݔଵ + ଶݔʹ + ͻݔଷሻ 
1. Déterminer la matrice ܣ de ݑ dans la base canonique de ℝଷ. 
2. Déterminer la dimension du noyau et de l’image de ݑ. On donnera un vecteur directeur ܽ de kerሺݑሻ. 
3. A-t-on kerሺݑሻ ⊕ ሻݑሺ݉ܫ = ℝଷ ? 
4. Déterminer un vecteur ܾ tel que ܽ =  .ሺܾሻݑ
5. Montrer que ܧ−ଵ = ݔ} א ℝଷ, ሻݔሺݑ =  est un sous-espace vectoriel de ℝଷ, déterminer un vecteur {ݔ−

directeur de ܧ−ଵ que l’on notera ܿ. 
6. Montrer que ߚ′ = ሺܽ, ܾ, ܿሻ est une base de ℝଷ. 
7. Déterminer la matrice ܣ′ de ݑ dans la base ߚ′ et donner la relation reliant ܣ et ܣ′. 

Allez à : Correction exercice 46 
 
Exercice 47.  

Soit ߚ = ሺ݁ଵ, ݁ଶ, ݁ଷ, ݁ସሻ la base canonique de ℝସ. 
Soit ݂   l'endomorphisme de ℝସ dont la matrice par rapport à la base ߚ est : ܣ = ൮−͸ −͵ Ͳ ͸͸ ͵ Ͳ −͸Ͳ Ͳ −͵ ͵Ͳ Ͳ Ͳ Ͳ ) 

Soit ߚ′ = ሺܽ, ܾ, ܿ, ݀ሻ une famille de ℝସ définie par : ܽ = ݁ଵ − ݁ଶ, ܾ = ݁ଵ − ݁ଶ − ݁ଷ, ܿ = ʹ݁ଵ − ʹ݁ଶ + ݁ଷ + ݁ସ et ݀ = −݁ଵ + ʹ݁ଶ 
1. Montrer que ߚ′ = ሺܽ, ܾ, ܿ, ݀ሻ est une base de ℝସ. 
2. Calculer ݂ ሺܽሻ, ݂ ሺܾሻ, ݂ ሺܿሻ et ݂ ሺ݀ሻ et les exprimer dans la base ߚ′ = ሺܽ, ܾ, ܿ, ݀ሻ. 
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3. Déterminer la matrice de ݂  dans la base ߚ′. 
Allez à : Correction exercice 47 
 
Exercice 48.  

Soit ߚ = ሺ݁ଵ, ݁ଶ, ݁ଷ, ݁ସሻ la base canonique de ℝସ. 
Soit ݑ un endomorphisme de ℝସ dont la matrice dans la base canonique est 

ܣ = ൮−͵ −ʹ ͵ Ͳ͵ ͳ −͵ −ͳͳ Ͳ −ͳ −ͳ−ͳ −ͳ ʹ −ͳ) 

On pose : ܽ = ሺ−ͳ,ͳ,Ͳ, −ͳሻ, ܾ = ሺͳ, −ʹ,−ͳ,ͳሻ, ܿ = ሺ−ʹ,͵,ͳ, −ͳሻ et ݀ = ሺʹ,−ͳ,Ͳ,ͳሻ 
1. Montrer que ߚ′ = ሺܽ, ܾ, ܿ, ݀ሻ est une base de ℝସ. 
2. Donner la matrice de passage ܲ de ߚ à ߚ′. Calculer ܲ −ଵ. 
3. Calculer ݑሺܽሻ, ݑሺܾሻ, ݑሺܿሻ et ݑሺ݀ሻ dans la base ߚ′. 
4. Déterminer la matrice � de ݑ dans la base ߚ′. 
5. Calculer ܰ = � + ܰ puis ,ܫ ସ et en déduire ሺܣ +  .ሻସܫ

Allez à : Correction exercice 48 
 
Exercice 49.  

Soit ݑ un endomorphisme de ℝସ dont la matrice dans la base canonique, ߚ = ሺ݁ଵ, ݁ଶ, ݁ଷ, ݁ସሻ, est 

ܣ = ൮−͹ ͸ ͸ ͸Ͳ ʹ Ͳ Ͳ−͵ ͵ ʹ ͵−͸ ͵ ͸ ͷ) 

Soient ܽ , ܾ, ܿ et ݀  quatre vecteurs ܽ = −ʹ݁ଵ − ݁ଶ − ݁ଷ − ݁ସ;   ܾ = ݁ଶ − ݁ସ;   ܿ = ʹ݁ଵ + ݁ଷ + ݁ସ; ݀ = ͵݁ଵ + ݁ଷ + ʹ݁ସ 
1. Montrer que ߚ′ = ሺܽ, ܾ, ܿ, ݀ሻ est une base de ℝସ. 
2. Calculer ݑሺܽሻ, ,ሺܾሻݑ ′ߚ ሺ݀ሻ dans la baseݑ ሺܿሻ etݑ = ሺܽ, ܾ, ܿ, ݀ሻ 
3. En déduire la matrice ܦ de ݑ dans la base ߚ′. 
4. Déterminer la matrice ܲ de passage de ߚ à ߚ′.  
5. Calculer ܲ −ଵ. 
6. Calculer ܲ −ଵܲܣ. 

Allez à : Correction exercice 49 
 
Exercice 50.  

Soit ߚ = ሺ݁ଵ, ݁ଶ, ݁ଷ, ݁ସሻ la base canonique de ℝସ. 
Soit ݑ un endomorphisme de ℝସ dont la matrice dans la base canonique est : 

ܣ = ൮ͳ Ͳ −ͳ ͳͳ Ͳ −ͳ ͳͲ ͳ −ͳ ͳͲ ͳ −ͳ Ͳ) 

 
On pose ܽ = ݁ଵ + ݁ଶ + ݁ଷ, ܾ = ݁ଵ, ܿ = ݀ ሺܾሻ etݑ =  .ଶሺܾሻݑ

1. Montrer que ߚ′ = ሺܽ, ܾ, ܿ, ݀ሻ est une base de ℝସ. 
2. Donner la matrice de passage ܲ de ߚ à ߚ′ . Calculer ܲ −ଵ. 
3. Calculer ݑሺܽሻ, ݑሺܾሻ, ݑሺܿሻ et ݑሺ݀ሻ dans la base ߚ′. 
4. Déterminer la matrice ܰ de ݑ dans la base ߚ′. 
5. Calculer ܰ ସ et en déduire ܣସ. 
6. Donner une base de kerሺݑሻ 
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7. Donner une base de ݉ܫሺݑሻ. 
Allez à : Correction exercice 50 
 
Exercice 51.    

Soit ߚ = ሺ݁ଵ, ݁ଶ, ݁ଷ, ݁ସሻ la base canonique de ℝସ 
Soit ݑ l’endomorphisme de ℝସ dont la matrice dans la base canonique est : 

ܣ = ൮−ͳ −ͳ Ͳ ͲͲ Ͳ Ͳ Ͳ−ʹ Ͳ −ͳ ͳ−ͳ Ͳ Ͳ Ͳ) 

1. Déterminer un vecteur ܽ non nul tel que kerሺݑሻ =  ሺܽሻݐܿ݁ݒ
2. Déterminer un vecteur ܾ tel que ܽ =  ሺܾሻݑ
3. Déterminer un vecteur ܿ tel que ݑሺܿሻ = −ܿ 
4. Soit ݀ = ሺͳ,Ͳ,ͳ,ͳሻ, montrer que ߚ′ = ሺܽ, ܾ, ܿ, ݀ሻ est une base de ℝସ 
5. Calculer ݑሺ݀ሻ dans la base ߚ′. 
6. Déterminer la matrice � de ݑ dans ߚ′. 
7. Quel est le rang de ܣ. 
8. Soit ݂ = ʹ݁ଵ − ݁ଶ − ݁ଷ + ݁ସ = ሺʹ,−ͳ,−ͳ,ͳሻ   

Calculer ݑሺ݂ሻ, ݑଶሺ݂ሻ, ݑଷሺ݂ሻ et on admettra que ߚ′′ = (݂, ,ሺ݂ሻݑ ,ଶሺ݂ሻݑ  ଷሺ݂ሻ൯ est une base de ℝସݑ
9. Calculer ݑସሺ݂ሻ et montrer que ݑସሺ݂ሻ = ଷሺ݂ሻݑʹ− −  ଶሺ݂ሻݑ

En déduire la matrice ܥ de ݑ dans la base ߚ′′. 
10. Montrer que ܥ et � sont deux matrices semblables (c’est-à-dire qu’il existe une matrice ܴ, inversible, 

telle que � = ܴ−ଵܴܥ 
Allez  à : Correction exercice 51  
 
Exercice 52.  

Soit ߚ = ሺ݁ଵ, ݁ଶ, ݁ଷ, ݁ସሻ la base canonique de ℝସ 
Soit ݑ l’application linéaire dont la matrice dans la base canonique est : 

ܣ = ൮͵ −ͳ ͳ −͵ͳ ͳ −ͳ −ͳͲ ͳ −ͳ Ͳͳ Ͳ Ͳ −ͳ) 

1. Donner une base ሺܽ, ܾሻ de kerሺݑሻ. 
2. Donner un vecteur ܿ qui engendre ܧଵ = ݔ} א ℝସ, ሻݔሺݑ =  {ݔ
3. Déterminer un vecteur ݀ א kerሺሺݑ − �݀ሻଶሻ et ݀ ב kerሺݑ − �݀ሻ, on pourra calculer ሺܣ −  ሻଶ, en déduireܫ

que ݀  vérifie ݑሺ݀ሻ = ܿߣ + ݀, où ߣ est un réel qui dépendra du vecteur ݀ que vous avez choisit. 
4. Montrer que ߚ′ = ሺܽ, ܾ, ܿ, ݀ሻ est une base de ℝସ. 
5. Déterminer la matrice � de ݑ dans la base ߚ′. (en fonction de ߣ) 

Allez à : Correction exercice 52 
 
Exercice 53.   

Soit ߚ = ሺ݁ଵ, ݁ଶ, ݁ଷ, ݁ସሻ la base canonique de ℝସ 
Soit ݑ un endomorphisme de ℝସ dont la matrice dans la base ߚ est : 

ܣ = ൮ ʹ −ͳ Ͳ ͳͳ Ͳ Ͳ ͳͲ Ͳ ͳ Ͳ−͵ ͳ Ͳ −ʹ) 

1. Déterminer un vecteur ܽ qui engendre le noyau de ݑ. 
2. Soit ߣ א ℝ. Montrer que ܧ� = ݔ} א ℝସ, ሻݔሺݑ =  .est un sous-espace vectoriel de ℝସ {ݔߣ
3. Trouver un vecteur directeur ܾ de ܧ−ଵ. Déterminer une base ሺܿ, ݀ሻ de ܧଵ. 
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4. Montrer que ߚ′ = ሺܽ, ܾ, ܿ, ݀ሻ est une base de ℝସ. 
5. Déterminer la matrice de ݑ dans la base ߚ′. 

Allez à : Correction exercice 53 
  
Exercice 54.  

Soit ߚ = ሺ݁ଵ, ݁ଶ, ݁ଷ, ݁ସሻ la base canonique de ℝସ. 
Soit ݑ un endomorphisme de ℝସ dont la matrices dans la base canonique est : 

ܣ = ሻݑሺ�ݐܽܯ = ൮−ͳ ʹ −ʹ −ʹ−ʹ ͵ −ʹ −ʹ−ʹ ʹ −ͳ −ʹͲ Ͳ Ͳ ͳ ) 

On pose ܽଵ = ݁ଵ + ʹ݁ଶ + ͵݁ଷ − ʹ݁ସ, ܽ ଶ = ݁ଶ + ݁ଷ, ܽ ଷ = ݁ଵ + ͵݁ଶ + ͷ݁ଷ − ͵݁ସ et ܿ = −݁ଵ − ݁ଶ − ݁ଷ  
On pose ܨ = ,ሺܽଵݐܿ݁� ܽଶ, ܽଷሻ. 

1. Montrer que ߚ′ = ሺܽଵ, ܽଶ, ܽଷ, ܿሻ est une base de ℝସ et donner la matrice ܲ de passage de ߚ à ߚ′. 
2. Déterminer la matrice ܦ de ݑ dans la base ߚ′. 
3. Montrer que pour tout ݔ א ሻݔሺݑ ,ܨ א :ݒ en déduire que ܨ ܨ → ሻݔሺݒ définie par ܨ =  ሻ est unݔሺݑ

endomorphisme de ܨ, déterminer la matrice de ݒ dans la base ߚ௔ = ሺܽଵ, ܽଶ, ܽଷሻ. 
4. Montrer que ℝସ = ܨ ⊕  .ሺܿሻݐܿ݁�
5. Montrer que pour tout ݔ א ℝସ il existe un unique couple de vecteurs ሺ݂, ݃ሻ א ܨ × ݔ : ሺܿሻ tels queݐܿ݁� = ݂ + ݃, calculer ݑሺݔሻ. 

Allez à : Correction exercice 54 
 
Exercice 55.  

Soit ߚ = ሺ݁ଵ, ݁ଶ, ݁ଷሻ la base canonique de ℝଷ. 
Soit ݑ un endomorphisme de ℝଷ dont la matrice dans la base canonique est : ܣ = (−ͳͲ −͵ −ͳʹͷ Ͳ ͹͸ ʹ ͹ ) 

1. Déterminer ߣ א ℝ tel que ܣ − ܣne soit pas inversible. Déterminer alors kerሺ ܫߣ −  .ሻܫߣ
2. Soit ܽ = ሺ−͵,ͳ,ʹሻ, calculer ݑሺܽሻ. 
3. Déterminer ܾ א ℝଷ tel que ݑሺܾሻ = ܽ − ܾ, puis ܿ א ℝଷ tel que ݑሺܿሻ = ܾ − ܿ. 
4. Montrer que ߚ′ = ሺܽ, ܾ, ܿሻ est une base de ℝଷ.  
5. Déterminer � =  .ሻݑሺ′�ݐܽ݉
6. Montrer que ሺ� + ሻଷܫ = ܱ (la matrice nulle). En déduire ሺܣ +  .ሻଷܫ
7. Déterminer ܣ−ଵ en fonction de ܣଶ, ܣ et ܫ. 

Allez à : Correction exercice 55 
 
Exercice 56.  

Soit ߚ = ሺ݁ଵ, ݁ଶ, ݁ଷሻ la base canonique de ℝଷ. On considère l’application linéaire ݂ définie par ݂ሺ݁ଵሻ = ʹ݁ଶ + ͵݁ଷ; ݂ሺ݁ଶሻ = ʹ݁ଵ − ͷ݁ଶ − ͺ݁ଷ; ݂ሺ݁ଷሻ = −݁ଵ + Ͷ݁ଶ + ͸݁ଷ 
On note ݂ ଶ = ݂ ∘ ݂. 

1. Déterminer la matrice de ݂ dans ߚ. 
2. Montrer que ܧଵ = ker ሺ݂ − �݀ℝయሻ et que ܰ −ଵ = kerሺ݂ଶ + �݀ℝయሻ sont des sous-espaces vectoriels de ℝଷ. 
3. Déterminer ܽ , ܾ  deux vecteurs tels que  ܧଵ = ܰ ሺܽሻ etݐܿ݁� −ଵ = ,ܾ)ݐܿ݁� ݂ሺܾሻ൯. A-t-on ܧଵ⊕ −ܰଵ =ℝଷ ? 

4. Montrer que ߚ′ = (ܽ, ܾ, ݂ሺܾሻ൯ est une base de ℝଷ. 
5. On appelle ߚ′ = (ܽ, ܾ, ݂ሺܾሻ൯, quelle est la matrice de ݂ dans ߚ′. 
6. Quelle est la matrice de ݂ଶ dans ߚ′ 

Allez à : Correction exercice 56 
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Exercice 57.  
Soit ݑ l’endomorphisme de ℝସ dont la matrice dans la base canonique est 

ܣ = ൮ ʹ −ʹ ͳ −ʹͲ ͳ Ͳ Ͳ−͵ Ͳ −ʹ ʹͳ −ͳ ͳ −ͳ) 

Soit ߚ = ሺ݁ଵ, ݁ଶ, ݁ଷ, ݁ସሻ la base canonique de ℝସ. 
Partie I 
Soit ݁ ଶ = ሺͲ,ͳ,Ͳ,Ͳሻ א ℝସ 

1. Calculer ݑሺ݁ଶሻ, ݑଶሺ݁ଶሻ et ݑଷሺ݁ଶሻ et montrer que ߚ′ = (݁ଶ, ,ሺ݁ଶሻݑ ,ଶሺ݁ଶሻݑ  .ଷሺ݁ଶሻ൯ est une base de ℝସݑ
2. Calculer ݑସሺ݁ଶሻ dans la base en fonction de ݑଶሺ݁ଶሻ et ݁ ଶ. Déterminer la matrice ܥ de ݑ dans la base ߚ′ 

Partie II 
3. Déterminer un vecteur ܽ א ℝସ tel que ݑሺܽሻ = ܽ dont la première composante est ͳ. 
4. Soit ܾ = ሺͳ,−ͳ,Ͳ,ͳሻ et ܿ = ݁ଵ − ݁ଷ + ݁ସ, montrer que ݑሺܾሻ = ܽ + ܾ et que ݑሺܿሻ = −ܿ. 
5. Déterminer un vecteur ݀ א ℝସ tel que ݑሺ݀ሻ = ܿ − ݀. 
6. Montrer que ߚ′′ = ሺܽ, ܾ, ܿ, ݀ሻ est une base de ℝସ. 
7. Déterminer la matrice � de ݑ dans la base ߚ′′. 

Partie III 
8. Montrer que les matrices � et ܥ sont semblables. 

Allez à : Correction exercice 57 
 
Exercice 58.  

Soit ℝଶ[ܺ] = {ܽ଴ + ܽଵܺ + ܽଶܺଶ, ܽ� א ℝ} l’espace des polynômes réels de degré au plus ʹ et soit  ℬ = ሺͳ, ܺ, ܺଶሻ la base canonique de ℝଶ[ܺ] ? On considère l’application ݂:ℝଶ[ܺ] → ℝଶ[ܺ]ܲ ⟼ ሺܺ + ͳሻܲ′  

1. Montrer que ݂  est linéaire. 
2. Montrer que la matrice ܣ de ݂  par rapport aux bases ℬ et ℬ est : (Ͳ ͳ ͲͲ ͳ ʹͲ Ͳ ʹ) 

 
3. Montrer que ℬ′ = ሺͳ, ܺ + ͳ, ሺܺ + ͳሻଶሻ est une base de ℝଶ[ܺ]. 
4. Trouver la matrice ܤ de ݂  par rapport aux bases ℬ′ et ℬ′. 
5. Calculer ܣଶ, ܣଷ et ܤ� pour tout � א ℕ. 
6. Déterminer le rang de ݂. 
7. Trouver une base de l’image de ݂. 
8. Trouver une base de noyau de ݂. 

Allez à : Correction exercice 58 
 
Exercice 59.   

Soit ݑ ∶ ℝଶ[ܺ] → ℝ[ܺ] défini par ݑሺܲሻ = ܲ + ሺͳ − ܺሻܲ′ 
Soit ߚ = ሺͳ, ܺ, ܺଶሻ la base canonique de ℝଶ[ܺ] 
1. Montrer que ݑ est un endomorphisme de ℝଶ[ܺ]. 
2. Déterminer la matrice de ݑ dans ߚ. 
3. Déterminer le noyau et l’image de ݑ. 

Allez à : Correction exercice 59 
 
Exercice 60.  

Soit ݑ:ℝଶ[ܺ] → ℝ[ܺ], l’application définie pour tout polynôme de ℝଶ[ܺ] par : 
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ሺܲሻݑ = ʹܲ − ሺܺ − ͳሻܲ′ 
Soit ߚ = ሺͳ, ܺ, ܺଶሻ la base canonique de ℝଶ[ܺ]. 
1. Montrer que ݑ est un endomorphisme de ℝଶ[ܺ]. 
2. Déterminer la matrice ܣ de ݑ dans ߚ. 
3. Déterminer le noyau de ݑ. On notera ܲଶ un vecteur directeur du noyau. 
4. Donner une base de l’image de ݑ. 
5. Déterminer un polynôme ଵܲ tel que ݑሺ ଵܲሻ = ଵܲ 
6. Montrer que ߚ′ = ሺͳ, ଵܲ, ଶܲሻ est une base de ℝଶ[ܺ]. 
7. Déterminer la matrice ܦ de ݑ dans la base ߚ′. 

Allez à : Correction exercice 60 
 
Exercice 61.  

Soit ݂ : ℝଶ[ܺ] → ℝ[ܺ] définie par ݂ ሺܲሻ = ܲ − ሺܺ − ʹሻܲ′ 
1. Montrer que ݂  est une application linéaire 
2. Montrer que ݂  est un endomorphisme de ℝଶ[ܺ]. 
3. Déterminer le noyau et l’image de ݂. 
4. Déterminer la matrice de ݂ dans la base ሺͳ, ܺ, ܺଶሻ. 
5. Montrer que ߚ′ = ሺͳ, ܺ − ʹ, ሺܺ − ʹሻଶሻ est une base de ℝଶ[ܺ]. 
6. Déterminer la matrice de passage ܲ de ߚ à ߚ′. Calculer ܲ −ଵ. 
7. Quelle est la matrice de ݂ dans la base ߚ′. 

Allez à : Correction exercice 61 
 
Exercice 62.   

Soit ߚ = ሺͳ, ܺ, ܺଶሻ la base canonique de ℝଶ[ܺ] 
Soit ݑ l’application qui a un polynôme de ℝଶ[ܺ] associe le polynôme de ℝ[ܺ] définie par : ݑሺܲሻ = ʹܺܲ − ܺଶܲ′ 
1. Montrer que ݑ est un endomorphisme de ℝଶ[ܺ]. 
2. Déterminer la matrice ܣ de ݑ dans la base canonique. 
3. Déterminer la dimension de kerሺݑሻ. 
4. Déterminer une base et la dimension de ݉ܫሺݑሻ 

Allez à : Correction exercice 62 
 
Exercice 63.  

Soit ݑ : ℝଶ[ܺ] → ℝ[ܺ] une application définie pour tout ܲ א ℝଶ[ܺ]  par ݑሺܲሻ = ܲ + ሺͳ − ܺሻܲ′ + ʹܲ′′ 
On appelle ܲଵ = ͳ − ܺ, ଶܲ = ͳ et ܲ ଷ = ͳ + ʹܺ − ܺଶ 
On appelle ߚ = ሺͳ, ܺ, ܺଶሻ la base canonique de ℝଶ[ܺ] et ߚ′ = ሺ ଵܲ, ଶܲ, ଷܲሻ 

1. Montrer que ݑ est une application linéaire. 
2. Montrer que ݑ est un endomorphisme de ℝଶ[ܺ]. 
3. Déterminer la matrice ܣ de ݑ dans la base canonique. 
4. Montrer que ߚ′ est une base de ℝଶ[ܺ]. 
5. Déterminer la matrice ܦ de ݑ dans la base ߚ′. 

Allez à : Correction exercice 63 
 
Exercice 64.   

Soit ݑ:ℝଶ[ܺ] → ℝ[ܺ] définie par  ݑሺܲሻ = ͳʹ ሺͳ − ܺଶሻܲ′′ + ܺܲ′ − ܲ 

1. Montrer que ݑ est un endomorphisme de ℝଶ[ܺ] 
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2. Déterminer une base ሺ ଵܲ, ଶܲሻ de kerሺݑሻ. 
3. Déterminer ܲଷ tel que ݉ܫሺݑሻ = ሺݐܿ݁� ଷܲሻ. 
4. Montrer que ሺ ଵܲ, ଶܲ, ଷܲሻ est une base de ℝଶ[ܺ]. 
5. Déterminer la matrice de ݑ dans la base ሺ ଵܲ, ଶܲ, ଷܲሻ. 

Allez à : Correction exercice 64 
 
Exercice 65.  

Soit ℝଶ[ܺ] = {ܽ଴ + ܽଵܺ + ܽଶܺଶ, ܽ� א ℝ} l’espace des polynômes réels de degré au plus ʹ et soit  ℬ = ሺͳ, ܺ, ܺଶሻ la base canonique de ℝଶ[ܺ] ? On considère l’application ݂:ℝଶ[ܺ] → ℝଶ[ܺ]ܲ ⟼ ݂ሺܲሻ  

Où ݂ ሺܲሻሺܺሻ = ܲሺܺ + ͳሻ − ܲሺܺሻ = ܽ଴ + ܽଵሺܺ + ͳሻ + ܽଶሺܺ + ͳሻଶ − ሺܽ଴ + ܽଵܺ + ܽଶܺଶሻ 
1. Montrer que ݂  est linéaire. 
2. Montrer que la matrice ܣ de ݂  par rapport aux bases ℬ et ℬ est : ܣ = (Ͳ ͳ ͳͲ Ͳ ʹͲ Ͳ Ͳ) 

 
3. Montrer que ℬ′ = (ͳ, ܺ − ͳ, ሺܺ − ͳሻሺܺ − ʹሻ൯ est une base de ℝଶ[ܺ]. 
4. Trouver la matrice ܤ de ݂  par rapport aux bases ℬ′ et ℬ′. 

Allez à : Correction exercice 65 
 
Exercice 66.  
Partie I 

Soit ݃  une application de ℝଷ[ܺ] dans ℝଶ définie par : ݃ሺܲሻ = (ܲሺ−ͳሻ, ܲሺͳሻ൯ 
1. Montrer que ݃  est une application linéaire. 
2. Déterminer une base du noyau et déterminer l’image de ݃. 

Partie II 
Soit ℎ une application linéaire de ℝଵ[ܺ] dans ℝଶ définie par : ℎሺܲሻ = (ܲሺ−ͳሻ, ܲሺͳሻ൯ 

3. Montrer que ℎ est bijective. 

Allez à : Correction exercice 66 
 
Exercice 67.  

Soit �ሺℝሻ l’espace vectoriel des fonctions continues de ℝ vers ℝ. 
Soient ܽ  et ܾ  les fonctions définies par : ܽሺݔሻ = ݁� + ݁−�ʹ       et      ܾሺݔሻ = ݁� − ݁−�ʹ  

On pose ܪ = ,ሺܽݐܿ݁� ܾሻ et ܨ = {݂ א ,ܪ ݂ሺlnሺʹሻሻ = Ͳ} 
1. Déterminer la dimension de ܪ  
2. Montrer que ܨ est un sous-espace vectoriel de ܪ. 
3. Quelle est la dimension de ܨ ? 
4. Soit �:ܪ → ℝଶ définie pour ݂ א par   �ሺ݂ሻ ܪ = ሺ݂ሺ− lnሺʹሻ , ݂ሺlnሺʹሻሻ 

a) Montrer que � est une application linéaire 
b) Montrer que � est un isomorphisme. 

Allez à : Correction exercice 67 
 
Exercice 68.  

Soit ℳ�ሺℝሻ l’espace vectoriel des matrices à coefficient dans ℝ à ݊  lignes et ݊  colonnes. 
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Soit ��ሺℝሻ l’ensemble des matrices antisymétriques de ℳ�ሺℝሻ. C’est-à-dire les matrices qui vérifient ܣ = ௧ ܣ− . 
Soit ��ሺℝሻ l’ensemble des matrices symétriques de ℳ�ሺℝሻ. C’est-à-dire les matrices qui vérifient ܣ = ௧ ܣ . 

1. Montrer que ��ሺℝሻ et ��ሺℝሻ sont des sous-espaces vectoriels de ℳ�ሺℝሻ. 
2. Pour toutes matrices ܣ א ℳ�ሺℝሻ, montrer que 

�+ � �ଶ א ��ሺℝሻ et que 
�− � �ଶ א ��ሺℝሻ. 

3. En déduire que  ��ሺℝሻ + ��ሺℝሻ = ℳ�ሺℝሻ. 
4. A-t-on ��ሺℝሻ⊕ ��ሺℝሻ = ℳ�ሺℝሻ ? 

5. Soit ܣ = ቀͳ ͵ʹ Ͷቁ, décomposer ܣ en une somme d’une matrice symétrique et d’une matrice 

antisymétrique. 
Allez à : Correction exercice 68 
 
Exercice 69.   

Soit ℳଶሺℝሻ l’espace vectoriel des matrices à deux lignes et deux colonnes. 
Soit � l’endomorphisme de ℳଶሺℝሻ définie pour toute matrice ܣ de ℳଶሺℝሻ par �ሺܣሻ = ܣ − ௧ ܣ  
1. Rappeler la dimension de  ℳଶሺℝሻ. 
2. Déterminer le noyau de �, quel est sa dimension ? 
3. Déterminer l’image de �. En déduire que pour toute matrice ܣ א ℳଶሺℝሻ il existe ߣ א ℝ et une matrice ܬ, à déterminer tel que �ሺܣሻ =  .ܬߣ

Allez à : Correction exercice 69 
 
Exercice 70. (Hors programme) 

1. Calculer | ͳ ͳ ͳܽ ܾ ܾܿ + ܿ ܽ + ܿ ܽ + ܾ| 
2.  

a) Calculer | ͳ ͳ ͳܾ ܿ ܾ݀ଶ ܿଶ ݀ଶ| 
b) Montrer que | ͳ ͳ ͳ ͳܽ ܾ ܿ ݀ܽଶ ܾଶ ܿଶ ݀ଶܽଷ ܾଷ ܿଷ ݀ଷ| = ሺܾ − ܽሻሺܿ − ܽሻሺ݀ − ܽሻ | ͳ ͳ ͳܾ ܿ ܾ݀ଶ ܿଶ ݀ଶ|, puis calculer 

| ͳ ͳ ͳ ͳܽ ܾ ܿ ݀ܽଶ ܾଶ ܿଶ ݀ଶܽଷ ܾଷ ܿଷ ݀ଷ| 
Allez à : Correction exercice 70 
 
Exercice 71. (Hors programme) 

Soit ܣ = ቌܽ ܽ ܽ ܽܽ ܾ ܾ ܾܽ ܾ ܿ ܿܽ ܾ ܿ ݀ቍ 

1. Calculer Δ = det ሺܣሻ 
2. Déterminer les valeurs de ܽ, ܾ , ܿ  et ݀  qui annule Δ. 

Allez à : Correction exercice 71 
 
Exercice 72.  
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ܣ = ( ͳ −ͳ −ʹ−ͳ ͳ ʹͳ Ͳ −ͳ) 

Première partie 
Soit ݑ:ℝଷ → ℝଷ une application linéaire. ߚ = ሺ݁ଵ, ݁ଶ, ݁ଷሻ la base canonique de ℝଷ 
La matrice de ݑ dans la canonique de ℝଷ est ܣ. 

1. Montrer qu’il existe ܽ א ℝଷ , un vecteur non nul, tel que kerሺݑሻ =  .ሺܽሻݐܿ݁�
2. Déterminer un vecteur ܾ א ℝଷ tel que ܽ =  .ሺܾሻݑ
3. Montrer que ܧଵ = ݔ} א ℝଷ, ሻݔሺݑ = ܿ est un sous-espace vectoriel de ℝଷ, donner un vecteur non nul {ݔ א  .ܧ
4. Montrer que ߚ′ = ሺܽ, ܾ, ܿሻ est une base de ℝଷ. 
5. Déterminer la matrice � de ݑ dans la base ߚ′. 
6. Donner la relation entre ܣ, � et la matrice de passage, notée ܳ, de ߚ à ߚ′. 

Deuxième partie 
Soit ℬ = ሺͳ, ܺ, ܺଶሻ la base canonique de ℝଶ[ܺ]. 
Soit ݂ : ℝଶ[ܺ] → ℝ[ܺ] l’application linéaire définie par : ݂ሺܲሻ = ሺʹ + ܺ + ܺଶሻܲ − ሺͳ + ʹܺ + ܺଶ + ܺଷሻܲ′ + ͳʹ ሺ−ͳ + ܺ + ܺଶ + ܺଷ + ܺସሻܲ′′ 

1. Calculer ݂ ሺͳሻ, ݂ ሺܺሻ et ݂ ሺܺଶሻ et en déduire que ݂ est un endomorphisme de ℝଶ[ܺ]. 
2. Donner la matrice ܤ de ݂  dans la base canonique de ℝଶ[ܺ]. 
3. On pose ܲ଴ = ͳ + ܺ + ܺଶ, ܲ ଵ = ͳ + ܺ et ܲ ଶ = ʹ + ܺ + ܺଶ 

 Montrer que ℬ′ = ሺ ଴ܲ, ଵܲ, ଶܲሻ est une base de ℝଶ[ܺ]. 
4. Déterminer la matrice �′ de ݂  dans la base ℬ′. 
5. Donner la relation entre ܤ, �′ et la matrice, notée ܳ′, de passage de ℬ à ℬ′. 

Troisième partie 
Montrer que ܣ et ܤ sont deux matrices semblables. 

Allez à : Correction exercice 72 
 
Exercice 73.  

Soit ܣ = ൮−ͳ ͳ Ͳ ͳ−ͳ −ͳ ͳ ͵Ͳ ͳ −ͳ −ͳͲ Ͳ Ͳ ͳ ) 

Soit ߚ = ሺ݁ଵ, ݁ଶ, ݁ଷ, ݁ସሻ la base canonique de ℝସ. 
Soit ݑ:ℝସ → ℝସ un endomorphisme dont la matrice dans la base canonique est ܣ. 

1. Montrer que si ݒ est un endomorphisme de ܧ, un espace vectoriel de dimension ݊ alors  kerሺݒሻ ⊂ kerሺݒଶሻ ⊂ ڮ ⊂ kerሺݒ�ሻ 
2. Déterminer une base de kerሺݑ + �݀ℝరሻ, de kerሺሺݑ + �݀ℝరሻଶሻ, de kerሺሺݑ + �݀ℝరሻଷሻ et de kerሺሺݑ +�݀ℝరሻସሻ. 

Donner l’entier ݌ tel que kerሺሺݑ + �݀ℝరሻ௣ሻ = kerሺሺݑ + �݀ℝరሻ௣+ଵሻ 
3.  

a) Donner un vecteur non nul ܽ qui engendre kerሺݑ + �݀ℝరሻ. 
b) Donner un vecteur ܾ vérifiant ܽ = ሺݑ + �݀ℝరሻሺܾሻ. 

Puis montrer que ሺܽ, ܾሻ est une base de kerሺሺݑ + �݀ℝరሻଶሻ 
c) Donner un vecteur ܿ vérifiant ܾ = ሺݑ + �݀ℝరሻሺܿሻ.  

Puis montrer que ሺܽ, ܾ, ܿሻ est une base de kerሺሺݑ + �݀ℝరሻଷሻ 
d) exprimer ݑሺܾሻ et ݑሺܿሻ en fonction de ܽ, ܾ  et ܿ . 

4. soit ݀ = ሺͳ,ͳ,Ͳ,ͳሻ, calculer ݑሺ݀ሻ. 
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5. Montrer que ߚ′ = ሺܽ, ܾ, ܿ, ݀ሻ est une base de ℝସ. 
6. Donner la matrice, �, de ݑ dans la base ߚ′ et donner la relation entre ܣ, � et la matrice de passage ܲ de ߚ à ߚ′. 
7. Calculer ሺ� + �ሻଷሺܫ − ܣሻ et en déduire ሺܫ + ܣሻଷሺܫ −  ሻܫ

Allez à : Correction exercice 73 
 
Exercice 74.  
Première partie : 

Soit ݃  un endomorphisme de ℝଷ 
1. Montrer que ker ሺ݃ሻ ⊂ kerሺ݃ଶሻ ⊂ kerሺ݃ଷሻ 
2. On suppose que ݃ଷ = ܱℒ(ℝయ൯ et que {Ͳℝయ} ⊊ kerሺ݃ሻ ⊊ kerሺ݃ଶሻ ⊊ kerሺ݃ଷሻ 

a) Déterminer dimሺkerሺ݃ሻሻ et dimሺkerሺ݃ଶሻሻ 
b) Montrer que ݉ܫሺ݃ሻ ⊂ kerሺ݃ଶሻ, puis que ݉ܫሺ݃ሻ = kerሺ݃ଶሻ. 

Deuxième partie : 
Soit ݃  un endomorphisme de ℝଷ tel que ݃ ଷ = ܱℒ(ℝయ൯ et que {Ͳℝయ} ⊊ kerሺ݃ሻ ⊊ kerሺ݃ଶሻ ⊊ kerሺ݃ଷሻ 

3. Soit ܽ א kerሺ݃ሻ, un vecteur non nul, montrer qu’il existe ܾ א ℝଷ tel que ݃ ሺܾሻ = ܽ. Montrer que ܾ ,kerሺ݃ଶሻ et en déduire que ሺܽא ܾሻ est une famille libre. 
4. Montrer qu’il existe ܿ א ℝଷ tel que ݃ ሺܿሻ = ܾ, montrer que alors ሺܽ, ܾ, ܿሻ est une base de ℝଷ. 
5. Déterminer la matrice de ݃ dans la base ሺܽ, ܾ, ܿሻ. 

Troisième partie : 
Soit ߚ = ሺ݁ଵ, ݁ଶ, ݁ଷሻ la base canonique de ℝଷ. 
Soit ݂  l’endomorphisme de ℝଷ dont la matrice dans la base canonique est : ܣ = (−ͳͲ −͵ −ͳʹͷ Ͳ ͹͸ ʹ ͹ ) 

6. Montrer que ݂ +  .vérifie les hypothèses de la seconde partie ݀ܫ
7. Déterminer ܽ , ܾ  et ܿ  tels que : ܽ א kerሺ݂ + ሻ, ሺ݂݀ܫ + ሻሺܾሻ݀ܫ = ܽ et ሺ݂ + ሻሺܿሻ݀ܫ = ܾ . 
8. Déterminer la matrice de ݂ dans la base ሺܽ, ܾ, ܿሻ. 

Allez à : Correction exercice 74 
 

CORRECTIONS 
 
Correction exercice 1.   

1. Soient ݔ = ሺݔଵ, ,ଶݔ ଷሻݔ א ℝଷ et ݕ = ሺݕଵ, ,ଶݕ ଷሻݕ א ℝଷ, et soient ߣ et ߤ deux réels. ݔߣ + ݕߤ = ሺݔߣଵ + ,ଵݕߤ ଶݔߣ + ,ଶݕߤ ଷݔߣ + ଷሻݕߤ = ሺܺଵ, ܺଶ, ܺଷሻ 
Donc ݑሺݔߣ + ሻݕߤ = ሺܺଵ + ܺଶ + ܺଷ, ʹܺଵ + ܺଶ − ܺଷሻ= (ሺݔߣଵ + ଵሻݕߤ + ሺݔߣଶ + ଶሻݕߤ + ሺݔߣଷ + ,ଷሻݕߤ ʹሺݔߣଵ + ଵሻݕߤ + ሺݔߣଶ + −ଶሻݕߤ ሺݔߣଷ + =ଷሻ൯ݕߤ ଵݔሺߣ) + ଶݔ + ଷሻݔ + ଵݕሺߤ + ଶݕ + ,ଷሻݕ ଵݔʹሺߣ + ଶݔ − ଷሻݔ + ଵݕʹሺߤ + ଶݕ − =ଷሻ൯ݕ ଵݔሺߣ + ଶݔ + ,ଷݔ ଵݔʹ + ଶݔ − ଷሻݔ + ଵݕሺߤ + ଶݕ + ,ଷݕ ଵݕʹ + ଶݕ − ଷሻݕ = ሻݔሺݑߣ +  ሻݕሺݑߤ
Ce qui montre que ݑ est linéaire. 

ݔ   .2 = ሺݔଵ, ,ଶݔ ଷሻݔ א kerሺݑሻ ⇔ { ଵݔ + ଶݔ + ଷݔ = Ͳʹݔଵ + ଶݔ − ଷݔ = Ͳ ⇔ ଶܮ  − ଵܮʹ ଵݔ} + ଶݔ + ଷݔ = Ͳ−ݔଶ − ଷݔ͵ = Ͳ⇔ ଵݔ} + ଶݔ + ଷݔ = Ͳݔଶ = ଷݔ͵− ⇔ ଵݔ} − ଷݔʹ = Ͳݔଶ = ଷݔ͵− ⇔ { ଵݔ = ଶݔଷݔʹ =  ଷݔ͵−
Donc ݔ = ሺʹݔଷ, ,ଷݔ͵− ଷሻݔ = ܽ ଷሺʹ,−͵,ͳሻ, si on poseݔ = ሺʹ,−͵,ͳሻ 
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kerሺݑሻ =  ሺܽሻݐܿ݁�
Allez à : Exercice 1  
 
Correction exercice 2.   

1. Soient ݑ = ሺݔ, ,ݕ ′ݑ ሻ etݖ = ሺݔ′, ,′ݕ ݑߣ deux réels ′ߣ et ߣ ሻ deux vecteurs de ℝଷ et soient′ݖ + ′ݑ′ߣ = ሺݔߣ + ,′ݔ′ߣ ݕߣ + ,′ݕ′ߣ ݖߣ + ݑߣሻ ݂ሺ′ݖ′ߣ + ሻ′ݑ′ߣ = ݔߣ) + ′ݔ′ߣ + ݕߣ + ′ݕ′ߣ + ݖߣ + ,′ݖ′ߣ −ሺݔߣ + ሻ′ݔ′ߣ + ʹሺݕߣ + ሻ′ݕ′ߣ + ʹሺݖߣ + =ሻ൯′ݖ′ߣ ݔሺߣ) + ݕ + ሻݖ + ′ݔሺ′ߣ + ′ݕ + ,ሻ′ݖ ݔ−ሺߣ + ݕʹ + ሻݖʹ + ′ݔ−ሺ′ߣ + ′ݕʹ + =ሻ൯′ݖʹ ݔሺߣ + ݕ + ݔ−,ݖ + ݕʹ + ሻݖʹ + ′ݔሺ′ߣ + ′ݕ + ,′ݖ ′ݔ− + ′ݕʹ + ሻ′ݖʹ = ሻݑሺ݂ߣ +  ሻ′ݑሺ݂′ߣ
Donc ݂  est linéaire.  

ݑ   .2 = ሺݔ, ,ݕ ሻݖ א kerሺݑሻ ⇔ ሺݔ + ݕ + ݔ−,ݖ + ݕʹ + ሻݖʹ = ሺͲ,Ͳሻ ⇔ ଶܮଵܮ { ݔ + ݕ + ݖ = Ͳ−ݔ + ݕʹ + ݖʹ = Ͳ⇔ ଶܮଵܮ + ଵܮ ݔ} + ݕ + ݖ = Ͳ͵ݕ + ݖ͵ = Ͳ ⇔ { ݔ = Ͳݕ = ݑ ݖ− = ሺͲ,−ݖ, ሻݖ =  ሺͲ,−ͳ,ͳሻݖ
On pose ܽ = ሺͲ, −ͳ,ͳሻ, ܽ  est une base de kerሺ݂ሻ. ݉ܫሺݑሻ = ,ሺ݁ଵሻ݂)ݐܿ݁ݒ ݂ሺ݁ଶሻ, ݂ሺ݁ଷሻ൯ ݂ሺ݁ଵሻ = ሺͳ,−ͳሻ = ଵ݂ − ଶ݂; ݂ሺ݁ଶሻ = ሺͳ,ʹሻ = ଵ݂ + ʹ ଶ݂  et  ݂ሺ݁ଷሻ = ሺͳ,ʹሻ = ଵ݂ + ʹ ଶ݂ ݉ܫሺݑሻ = ሺݐܿ݁ݒ ଵ݂ − ଶ݂, ଵ݂ + ʹ ଶ݂, ଵ݂ + ʹ ଶ݂ሻ = ሺݐܿ݁ݒ ଵ݂ − ଶ݂, ଵ݂ + ʹ ଶ݂ሻ ଵ݂ − ଶ݂ et ݂ ଵ + ʹ ଶ݂ ne sont pas proportionnels ils forment donc une famille libre de ݉ܫሺ݂ሻ, comme c’est 
une famille génératrice de ݉ܫሺ݂ሻ, c’est une base de ݉ܫሺ݂ሻet donc dim ሺ݉ܫሺ݂ሻ = ʹ. Remarque ݉ܫሺ݂ሻ =ℝଶ. 

Allez à : Exercice 2 
 
Correction exercice 3.  

ݑߣ  .1 + ′ݑ′ߣ = ሺݔߣ + ,′ݔ′ߣ ݕߣ + ,′ݕ′ߣ ݖߣ + ݑߣሻ ݂ሺ′ݖߣ + ሻ′ݑ′ߣ = (−ʹሺݔߣ + ሻ′ݔ′ߣ + ሺݕߣ + ሻ′ݕ′ߣ + ሺݖߣ + ,ሻ′ݖߣ ሺݔߣ + ሻ′ݔ′ߣ − ʹሺݕߣ + +ሻ′ݕ′ߣ ሺݖߣ + ,ሻ′ݖߣ ሺݔߣ + ሻ′ݔ′ߣ + ሺݕߣ + ሻ′ݕ′ߣ − ʹሺݖߣ + =ሻ൯′ݖߣ ݔʹ−ሺߣ) + ݕ + ሻݖ + ′ݔʹ−ሺ′ߣ + ′ݕ + ,ሻ′ݖ ݔሺߣ − ݕʹ + ሻݖ + ′ݔሺ′ߣ − ′ݕʹ + =ሻ൯′ݖ ݔʹ−ሺߣ + ݕ + ,ݖ ݔ − ݕʹ + ሻݖ + ′ݔʹ−ሺ′ߣ + ′ݕ + ,′ݖ ′ݔ − ′ݕʹ + ሻ′ݖ = ሻݑሺ݂ߣ +  ሻݑሺ݂′ߣ
Donc ݂  est linéaire. 

ݑ  .2 א kerሺ݂ሻ ⇔ ݂ሺݑሻ = Ͳℝమ ⇔ ሺ−ʹݔ + ݕ + ,ݖ ݔ − ݕʹ + ሻݖ = ሺͲ,Ͳሻ ⇔ ଶܮଵܮ ݔʹ−} + ݕ + ݖ = Ͳݔ − ݕʹ + ݖ = Ͳ⇔ ଶܮʹଵܮ + ଵܮ ݔʹ−} + ݕ + ݖ = Ͳ−͵ݕ + ݖ͵ = Ͳ ⇔ ݔʹ−} + ݖʹ = Ͳݕ = ݖ ⇔ ݔ} = ݕݖ = ݑ ݖ = ሺݖ, ,ݖ ሻݖ =  ሺͳ,ͳ,ͳሻݖ
Donc kerሺ݂ሻ = ܽ ሺܽሻ avecݐܿ݁� = ሺͳ,ͳ,ͳሻ. 
D’après le théorème du rang dim ሺkerሺ݂ሻ + dim ሺ݉ܫሺ݂ሻ = dimሺℝଷሻ ⇔ ͳ + dim ሺ݉ܫሺ݂ሻ = ͵ ⇔ dim ሺ݉ܫሺ݂ሻ = ʹ 

3. Donc ݉ܫሺ݂ሻ = ℝଶ. Une base est (ሺͳ,Ͳሻ, ሺͲ,ͳሻ൯ 
Allez à : Exercice 3 
 
Correction exercice 4.  

1. Soit ݑ = ሺݔ, ′ݑ ሻ etݕ = ሺݔ′, ݑߣ ,ሻ′ݕ + ′ݑ′ߣ = ሺݔߣ + ,′ݔ′ߣ ݕߣ +  ሻ′ݕ′ߣ
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ℎሺݑߣ + ሻ′ݑ′ߣ = ݔߣ) + ′ݔ′ߣ − ሺݕߣ + ,ሻ′ݕ′ߣ −͵ሺݔߣ + ሻ′ݔ′ߣ + ͵ሺݕߣ + =ሻ൯′ݕ′ߣ ݔሺߣ) − ሻݕ + ′ݔሺ′ߣ − ,ሻ′ݕ ݔ͵−ሺߣ + ሻݕ͵ + ′ݔ͵−ሺ′ߣ + =ሻ൯′ݕ͵ ݔሺߣ − ݔ͵−,ݕ + ሻݕ͵ + ′ݔሺ′ߣ − ,′ݕ ′ݔ͵− + ሻ′ݕ͵ = ሻݑ′ℎߣ +  ሻ′ݑℎሺ′ߣ
Donc ℎ est linéaire. 

2. ℎሺͳ,ͳሻ = ሺͲ,Ͳሻ = ℎሺͲ,Ͳሻ et pourtant ሺͳ,ͳሻ ≠ ሺͲ,Ͳሻ donc ℎ n’est pas injective. 
On va montrer que ሺͳ,Ͳሻ n’a pas d’antécédent. Supposons qu’il existe ݑ = ሺݔ, ሻ tel que ሺͳ,Ͳሻݕ =ℎሺݑሻ ⇔ ሺͳ,Ͳሻ = ሺݔ − ݔ͵−,ݕ + ሻݕ͵ ⇔ { ͳ = ݔ − Ͳݕ = ݔ͵− + ݕ͵ ⇔ {ͳ = ݔ − ݔݕ = ݕ ⇔ {ͳ = Ͳݔ =  c’est impossible ,ݕ

donc ℎ n’est pas surjective. ℎ est un endomorphisme donc ℎ est injectif si et seulement si ℎ est surjectif. Ici, ℎ n’est pas injectif donc ℎ n’est pas surjectif. 

ݑ .3 = ሺݔ, ሻݕ א kerሺℎሻ ⇔ ሺݔ − ݔ͵−,ݕ + ሻݕ͵ = ሺͲ,Ͳሻ ⇔ { ݔ − ݕ = Ͳ−͵ݔ + ݕ͵ = Ͳ ⇔ ݔ =  ݕ

Donc ݑ = ሺݔ, ሻݔ = ሺͳ,ͳሻ, ሺͳ,ͳሻ est u vecteur non nul qui engendre kerሺℎሻ, c’est une base de kerሺℎሻ ℎሺ݁ଵሻݔ = ሺͳ − Ͳ,−͵ × ͳ + ͵ × Ͳሻ = ሺͳ,−͵ሻ = ݁ଵ − ͵݁ଶ et ℎሺ݁ଶሻ = ሺሺͲ − ͳ,−͵ × Ͳ + ͵ × ͳሻ = ሺ−ͳ,͵ሻ = −݁ଵ + ͵݁ଶ  ݉ܫሺℎሻ = ,ℎሺ݁ଵሻ)ݐܿ݁� ℎሺ݁ଶሻ൯ = ሺ݁ଵݐܿ݁� − ͵݁ଶ, −݁ଵ + ͵݁ଶሻ = ሺ݁ଵݐܿ݁� − ͵݁ଶሻ ݁ଵ − ͵݁ଶ est un vecteur non nul qui engendre ݉ܫሺℎሻ, c’est une base de ݉ܫሺℎሻ. 
Allez à : Exercice 4 
 
Correction exercice 5.  

1. ݂ሺ݁ଵሻ = ሺͳ,ʹ,Ͳሻ = ͳ × ݁ଵ + ʹ݁ଶ + Ͳ × ݁ଷ 
 ݂ሺ݁ଶሻ = ሺͲ,ͳ, −ͳሻ = Ͳ × ݁ଵ + ͳ × ݁ଶ − ͳ × ݁ଷ  
et ݂ ሺ݁ଷሻ = ሺ−ͳ,−͵,ʹሻ = −ͳ × ݁ଵ − ͵݁ଶ + ʹ݁ଷ 

2. Les coordonnées de ݂ሺ݁ଵሻ dans la base ሺ݁ଵ, ݁ଶ, ݁ଷሻ sont (ͳʹͲ)  

Les coordonnées de ݂ሺ݁ଶሻ dans la base ሺ݁ଵ, ݁ଶ, ݁ଷሻ sont ( Ͳͳ−ͳ)  

Les coordonnées de ݂ሺ݁ଷሻ dans la base ሺ݁ଵ, ݁ଶ, ݁ଷሻ sont (−ͳ−͵ʹ)  

ݑ  .3 = ሺݔଵ, ,ଶݔ ଷሻݔ א kerሺ݂ሻ ⇔ { ଵݔ − ଷݔ = Ͳʹݔଵ + ଶݔ − ଷݔ͵ = Ͳ−ݔଶ + ଷݔʹ = Ͳ ⇔ ଶܮ  − } ଵܮʹ ଵݔ − ଷݔ = Ͳݔଶ − ଷݔ = Ͳ−ݔଶ + ଷݔʹ = Ͳ ⇔ ଵݔ} = Ͳݔଶ = Ͳݔଷ = Ͳ 

Donc kerሺ݂ሻ = {Ͳℝయ} 
Première méthode : ݉ܫሺ݂ሻ = Vect(݂ሺ݁ଵሻ, ݂ሺ݁ଶሻ, ݂ሺ݁ଷሻ൯  

Puis on regarde si la famille (݂ሺ݁ଵሻ, ݂ሺ݁ଶሻ, ݂ሺ݁ଷሻ൯ est libre. ߙଵ݂ሺ݁ଵሻ + ଶ݂ሺ݁ଶሻߙ + ଷ݂ሺ݁ଷሻߙ = Ͳℝయ ⇔ ଵߙ (ͳʹͲ) + ଶߙ  ( Ͳͳ−ͳ) + ଷߙ (−ͳ−͵ʹ) = (ͲͲͲ)⇔ { ଵߙ − ଷߙ = Ͳʹߙଵ + ଶߙ − ଷߙ͵ = Ͳ−ߙଶ + ଷߙʹ = Ͳ  

Il s’agit du même système que ci-dessus donc ߙଵ = ଶߙ = ଷߙ = Ͳ. Cette famille est libre et elle engendre ݉ܫሺ݂ሻ c’est une base de ݉ܫሺ݂ሻ, on en conclut que dim(݉ܫሺ݂ሻ൯ = ͵ et que ݉ܫሺ݂ሻ = ℝଷ. 
Deuxième méthode (plus compliquée) : 
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ሺ݂ሻ݉ܫ = ,ሺ݁ଵሻ݂)ݐܿ݁� ݂ሺ݁ଶሻ, ݂ሺ݁ଷሻ൯ = ሺ݁ଵݐܿ݁� + ʹ݁ଶ, ݁ଶ − ݁ଷ, −݁ଵ − ͵݁ଶ + ʹ݁ଷሻ = ሺ݁ଵݐܿ݁� + ʹ݁ଶ, ݁ଶ − ݁ଷ, −݁ଵ − ͵݁ଶ + ʹ݁ଷ + ݁ଵ + ʹ݁ଶሻ = ሺ݁ଵݐܿ݁� + ʹ݁ଶ, ݁ଶ − ݁ଷ, −݁ଶ + ʹ݁ଷሻ = ሺ݁ଵݐܿ݁� + ʹ݁ଶ, ݁ଶ − ݁ଷ − ݁ଶ + ʹ݁ଷ, −݁ଶ + ʹ݁ଷሻ = ሺ݁ଵݐܿ݁� + ʹ݁ଶ, ݁ଷ, −݁ଶ + ʹ݁ଷሻ = ሺ݁ଵݐܿ݁� + ʹ݁ଶ, ݁ଷ, −݁ଶ + ʹ݁ଷ − ʹ݁ଷሻ = ሺ݁ଵݐܿ݁� + ʹ݁ଶ, ݁ଷ, −݁ଶሻ = ሺ݁ଵݐܿ݁� + ʹ݁ଶ, ݁ଷ, ݁ଶሻ = ,ሺ݁ଵݐܿ݁� ݁ଷ, ݁ଶሻ = ,ሺ݁ଵݐܿ݁� ݁ଶ, ݁ଷሻ 
Donc une base de ݉ܫሺ݂ሻ est ሺ݁ଵ, ݁ଶ, ݁ଷሻ et bien sur ݉ܫሺ݂ሻ = ℝଷ. 

Troisième méthode : 
Avec le théorème du rang, dimሺkerሺ݂ሻሻ + dimሺ݉ܫሺ݂ሻ = dimሺℝଷሻ = ͵, comme dimሺkerሺ݂ሻሻ = Ͳ, dim(݉ܫሺ݂ሻ൯ = ͵ donc ݉ܫሺ݂ሻ = ℝଷ et une base de ݉ܫሺ݂ሻ est ሺ݁ଵ, ݁ଶ, ݁ଷሻ. 

Allez à : Exercice 5 
 
Correction exercice 6.  

ݑߣ  .1 + ′ݑ′ߣ = ሺݔߣ + ݔ′ߣ ′, ݕߣ + ݕ′ߣ ′, ݖߣ + ݖߣ ′ሻ ݂ሺݑߣ + ሻ′ݑ′ߣ = ቀ−ʹሺݔߣ + ݔ′ߣ ′ሻ + ሺݕߣ + ݕ′ߣ ′ሻ + ሺݖߣ + ݖߣ ′ሻ, ሺݔߣ + ݔ′ߣ ′ሻ − ʹሺݕߣ + ݕ′ߣ ′ሻ+ ሺݖߣ + ݖߣ ′ሻ, ሺݔߣ + ݔ′ߣ ′ሻ + ሺݕߣ + ݕ′ߣ ′ሻ − ʹሺݖߣ + ݖߣ ′ሻቁ= ሺߣሺ−ʹݔ + ݕ + ሻݖ + ݔʹ−ሺ′ߣ ′ + ݕ ′ + ݖ ′ሻ, ݔሺߣ − ݕʹ + +ሻݖ ݔሺ′ߣ ′ − ݕʹ ′ + ݖ ′ሻ, ݔሺߣ + ݕ − ሻݖʹ + ݔሺ′ߣ ′ + ݕ ′ − ݖʹ ′ሻ= ݔʹ−ሺߣ + ݕ + ,ݖ ݔ − ݕʹ + ,ݖ ݔ + ݕ − +ሻݖʹ ݔʹ−ሺ′ߣ ′ + ݕ ′ + ݖ ′, ݔ ′ − ݕʹ ′ + ݖ ′, ݔ ′ + ݕ ′ − ݖʹ ′ሻ = ሻݑሺ݂ߣ +  ሻݑሺ݂′ߣ
Donc ݂  est linéaire. 

ݑ  .2 א kerሺ݂ሻ ⇔ ݂ሺݑሻ = Ͳℝయ ⇔ ሺ−ʹݔ + ݕ + ,ݖ ݔ − ݕʹ + ,ݖ ݔ + ݕ − ሻݖʹ = ሺͲ,Ͳ,Ͳሻ⇔ ଷܮଶܮଵܮ ݔʹ−} + ݕ + ݖ = Ͳݔ − ݕʹ + ݖ = Ͳݔ + ݕ − ݖʹ = Ͳ ⇔ ଶܮʹଵܮ + ଷܮʹଵܮ + ଵܮ ݔʹ−} + ݕ + ݖ = Ͳ−͵ݕ + ݖ͵ = Ͳ͵ݕ − ݖ͵ = Ͳ ⇔ ݔʹ−} + ݖʹ = Ͳݕ = ݖ ⇔ ݔ} = ݕݖ = ݑ ݖ = ሺݖ, ,ݖ ሻݖ =  ሺͳ,ͳ,ͳሻݖ
Donc kerሺ݂ሻ = ܽ ሺܽሻ avecݐܿ݁� = ሺͳ,ͳ,ͳሻ. 
D’après le théorème du rang dimሺkerሺ݂ሻሻ + dim(݉ܫሺ݂ሻ൯ = dimሺℝଷሻ ⇔ ͳ + dim ሺ݉ܫሺ݂ሻ = ͵ ⇔ dim(݉ܫሺ݂ሻ൯ = ʹ 

3.   
Première méthode ݂ሺ݁ଵሻ = ሺ−ʹ,ͳ,ͳሻ     et       ݂ሺ݁ଶሻ = ሺͳ, −ʹ,ͳሻ 

Sont deux vecteurs de l’image de ݂, ils ne sont pas proportionnels ils forment donc une famille libre de 
vecteurs dans un espace de dimension ʹ, c’est une base. 

Deuxième méthode ݂ሺ݁ଵሻ = ሺ−ʹ,ͳ,ͳሻ;  ݂ሺ݁ଶሻ = ሺͳ,−ʹ,ͳሻ et  ݂ሺ݁ଷሻ = ሺͳ,ͳ, −ʹሻ ݉ܫሺ݂ሻ = ,ሺ݁ଵሻ݂)ݐܿ݁� ݂ሺ݁ଶሻ, ݂ሺ݁ଷሻ൯ (݂ሺ݁ଵሻ, ݂ሺ݁ଶሻ, ݂ሺ݁ଷሻ൯ est une famille génératrice de ݉ܫሺ݂ሻ, le problème est de savoir si cette famille est 

libre. 
Soit on fait « comme d’habitude », c’est-à-dire que l’on écrit qu’une combinaison linéaire de ces trois 
vecteurs est nulle 
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ଵ݂ሺ݁ଵሻߣ + ଶ݂ሺ݁ଶሻߣ + ଷ݂ሺ݁ଷሻߣ = Ͳℝయ ⇔ ଵሺ−ʹ,ͳ,ͳሻߣ + ଶሺͳ,−ʹ,ͳሻߣ + ,ଷሺͳ,ͳߣ −ʹሻ = ሺͲ,Ͳ,Ͳሻ⇔ ଷܮଶܮଵܮ ଵߣʹ−} + ଶߣ + ଷߣ = Ͳߣଵ − ଶߣʹ + ଷߣ = Ͳߣଵ + ଶߣ − ଷߣʹ = Ͳ ⇔ ଶܮʹଵܮ + ଷܮʹଵܮ + ଵܮ ଵߣʹ−} + ଶߣ + ଷߣ = Ͳ−͵ߣଶ + ଷߣ͵ = Ͳ͵ߣଶ − ଷߣ͵ = Ͳ ⇔ ଵߣ} = ଶߣଷߣ =  ଷߣ
Donc pour tout ߣଷ א ℝ ߣଷ݂ሺ݁ଵሻ + ଷ݂ሺ݁ଶሻߣ + ଷ݂ሺ݁ଷሻߣ = Ͳℝయ 
Si on prend ߣଷ = ͳ ݂ሺ݁ଵሻ + ݂ሺ݁ଶሻ + ݂ሺ݁ଷሻ = Ͳℝయ �݁ܿݐ(݂ሺ݁ଵሻ, ݂ሺ݁ଶሻ, ݂ሺ݁ଷሻ൯ = ,ሺ݂ሺ݁ଵሻݐܿ݁� ݂ሺ݁ଶሻ, −݂ሺ݁ଵሻ − ݂ሺ݁ଶሻሻ = ,ሺ݁ଵሻ݂)ݐܿ݁� ݂ሺ݁ଶሻ൯ ݂ሺ݁ଵሻ et ݂ ሺ݁ଶሻ ne sont pas proportionnels, ils forment une famille libre, comme cette famille est une 
famille génératrice de ݉ܫሺ݂ሻ, c’est une base de ݉ܫሺ݂ሻ. 

Allez à : Exercice 6 
 
Correction exercice 7.   

ݑ  .1 = ሺݔ, ,ݕ ሻݖ א kerሺ݂ሻ ⇔ {͸ݔ − Ͷݕ − Ͷݖ = Ͳͷݔ − ݕ͵ − Ͷݖ = Ͳݔ − ݕ = Ͳ ⇔ {͸ݔ − Ͷݔ − Ͷݖ = Ͳͷݔ − ݔ͵ − Ͷݖ = Ͳݔ = ݕ ⇔ ݖ} = ݕݔʹ =  ݔ

Donc ݑ = ቀݔ, ,ݔ �ଶቁ = �ଶ ሺʹ,ʹ,ͳሻ 
On pose alors ܽ= ሺʹ,ʹ,ͳሻ et kerሺ݂ሻ =  ሺܽሻݐܿ݁�
2.   

a.  ܾ = ሺͳ,ͳ,Ͳሻ donc ݂ሺܾሻ = ሺ͸ × ͳ − Ͷ × ͳ − Ͷ × Ͳ, ͷ × ͳ − ͵ × ͳ − Ͷ × Ͳ, ͳ − ͳሻ = ሺʹ,ʹ,Ͳሻ = ʹሺͳ,ͳ,Ͳሻ = ʹܾ ܿ = ሺͲ,ͳ, −ͳሻ = ݁ଶ − ݁ଷ donc ݂ሺܿሻ = ሺ͸ × Ͳ − Ͷ × ͳ − Ͷ × ሺ−ͳሻ, ͷ × Ͳ − ͵ × ͳ − Ͷ × ሺ−ͳሻ, Ͳ − ͳሻ = ሺͲ,ͳ,−ͳሻ = ܿ 
b.  

Première méthode ܾ = ͳʹ ݂ሺܾሻ = ݂ (ܾʹ) א ܿ  ሺ݂ሻ   et݉ܫ = ݂ሺܿሻ א  ሺ݂ሻ݉ܫ
Comme ܾ  et ܿ  ne sont pas proportionnels ils forment une famille libre de ݉ܫሺ݂ሻ. 
D’autre part, d’après le théorème du rang dimሺkerሺ݂ሻሻ + dim(݉ܫሺ݂ሻ൯ = dimሺℝଷሻ 
Donc dim(݉ܫሺ݂ሻ൯ = ʹ, une famille libre à deux éléments dans un espace vectoriel de dimension 2 est une 

base. 
Deuxième méthode ݉ܫሺ݂ሻ = ,ሺ݁ଵሻ݂)ݐܿ݁� ݂ሺ݁ଶሻ, ݂ሺ݁ଷሻ൯ 
D’après le théorème du rang dimሺkerሺ݂ሻሻ + dim(݉ܫሺ݂ሻ൯ = dimሺℝଷሻ 
Donc dim(݉ܫሺ݂ሻ൯ = ʹ par conséquent les trois vecteurs ݂ሺ݁ଵሻ, ݂ሺ݁ଶሻ  et ݂ሺ݁ଷሻ sont liés ݂ሺ݁ଵሻ = ሺ͸,ͷ,ͳሻ = ͸݁ଵ + ͷ݁ଶ + ݁ଷ       et     ݂ሺ݁ଶሻ = ሺ−Ͷ,−͵, −ͳሻ = −Ͷ݁ଵ − ͵݁ଶ − ݁ଷ 
Ne sont pas proportionnels donc ils forment une famille libre de ݉ܫሺ݂ሻ, qui est de dimension ʹ, il s’agit 
d’une base de ݉ܫሺ݂ሻ. 
Il reste à montrer que ܾ א ,ሺ݁ଵሻ݂)ݐܿ݁� ݂ሺ݁ଶሻ൯ et que ܿ א ,ሺ݁ଵሻ݂)ݐܿ݁� ݂ሺ݁ଶሻ൯ 
On cherche ߙ et ߚ tels que  ܾ = ሺ݁ଵሻ݂ߙ +  ሺ݁ଶሻ݂ߚ
Cette égalité équivaut à 
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ሺ͸,ͷ,ͳሻߙ + ሺ−Ͷ,−͵,−ͳሻߚ = ሺͳ,ͳ,Ͳሻ ⇔ {͸ߙ − Ͷߚ = ͳͷߙ − ߚ͵ = ͳߙ − ߚ = Ͳ ⇔ {͸ߚ − Ͷߚ = ͳͷߚ − ߚ͵ = ͳߙ = ߚ ⇔ ߙ = ߚ = ͳʹ
 

On cherche ߙ et ߚ tels que  ܿ = ሺ݁ଵሻ݂ߙ +  ሺ݁ଶሻ݂ߚ
Cette égalité équivaut à ߙሺ͸,ͷ,ͳሻ + ሺ−Ͷ,−͵,−ͳሻߚ = ሺͲ,ͳ,−ͳሻ ⇔ {͸ߙ − Ͷߚ = Ͳͷߙ − ߚ͵ = ͳߙ − ߚ = −ͳ ⇔ {͸ሺߚ − ͳሻ − Ͷߚ = Ͳͷሺߚ − ͳሻ − ߚ͵ = ͳߙ = ߚ − ͳ ⇔ { ߚʹ = ͸ʹߚ = ͸ߙ = ߚ − ͳ

⇔ { ߙ = ͳ͵ߚ = −ʹ͵ 

Comme ܾ  et ܿ  ne sont pas proportionnels ils forment une famille libre de ݉ܫሺ݂ሻ, donc une base puisque la 

dimension de dim(݉ܫሺ݂ሻ൯ = ʹ 

Troisième méthode (variante de la deuxième méthode) 
D’après le théorème du rang dimሺkerሺ݂ሻሻ + dim(݉ܫሺ݂ሻ൯ = dimሺℝଷሻ 
Donc dim(݉ܫሺ݂ሻ൯ = ʹ, par conséquent les trois vecteurs ݂ሺ݁ଵሻ, ݂ሺ݁ଶሻ  et ݂ሺ݁ଷሻ sont liés ݂ሺ݁ଵሻ = ሺ͸,ͷ,ͳሻ = ͸݁ଵ + ͷ݁ଶ + ݁ଷ       et     ݂ሺ݁ଶሻ = ሺ−Ͷ,−͵, −ͳሻ = −Ͷ݁ଵ − ͵݁ଶ − ݁ଷ 
Ne sont pas proportionnels donc ils forment une famille libre de ݉ܫሺ݂ሻ, qui est de dimension ʹ, il s’agit 
d’une base de ݉ܫሺ݂ሻ. 
On va chercher une ou plusieurs équations caractérisant ݉ܫሺ݂ሻ ݑ = ሺݔ, ,ݕ ሻݖ א ,ሺ݁ଵሻ݂)ݐܿ݁� ݂ሺ݁ଶሻ൯ ⇔ ,ߙ∃ ߚ א ℝ, ݑ = ሺ݁ଵሻ݂ߙ + ሺ݁ଶሻ݂ߚ ⇔ ,ߙ∃ אߚ ℝ, ሺ͸,ͷ,ͳሻߙ + ሺ−Ͷ,−͵,−ͳሻߚ = ሺݔ, ,ݕ ሻݖ ⇔ ,ߙ∃ ߚ א ℝ, ଷܮଶܮଵܮ {͸ߙ − Ͷߚ = ߙͷݔ − ߚ͵ = ߙݕ − ߚ = ݖ ⇔ ,ߙ∃ ߚ

א ℝ, ଶܮଵ͸ܮ − ͷܮଵ͸ܮଷ − ଵܮ { ͸ߙ − Ͷߚ = ߚʹݔ = ͸ݕ − ͷߚʹ−ݔ = ͸ݖ − ݔ ⇔ ,ߙ∃ ߚ א ℝ, ଷܮଶܮଵܮ + ଶܮ { ͸ߙ − Ͷߚ = ߚʹݔ = ͸ݕ − ͷݔͲ = −͸ݔ + ͸ݕ + ͸ݖ 
 
Donc une équation caractérisant ݉ܫሺ݂ሻ est ݔ − ݕ − ݖ = Ͳ 
Alors évidemment ܾ א ܿ ሺ݂ሻ et݉ܫ א  ሺ݂ሻ car leurs composantes vérifient cette équation et on finit݉ܫ
comme dans la seconde méthode. 

ݑ .3 = ሺݔ, ,ݕ ሻݖ א ,ሺ݁ଵሻ݂)ݐܿ݁� ݂ሺ݁ଶሻ൯ ⇔ ,ߙ∃ ߚ א ℝ, ݑ = ሺ݁ଵሻ݂ߙ + ሺ݁ଶሻ݂ߚ ⇔ ,ߙ∃ ߚ א ℝ, ሺ͸,ͷ,ͳሻߙ ,͵−,ሺ−Ͷߚ+ −ͳሻ = ሺݔ, ,ݕ ሻݖ ⇔ ,ߙ∃ ߚ א ℝ, ଷܮଶܮଵܮ {͸ߙ − Ͷߚ = ߙͷݔ − ߚ͵ = ߙݕ − ߚ = ݖ ⇔ ,ߙ∃ ߚ א
ℝ, ଶܮଵ͸ܮ − ͷܮଵ͸ܮଷ − ଵܮ { ͸ߙ − Ͷߚ = ߚʹݔ = ͸ݕ − ͷߚʹ−ݔ = ͸ݖ − ݔ ⇔ ,ߙ∃ ߚ א ℝ, ଷܮଶܮଵܮ + ଶܮ { ͸ߙ − Ͷߚ = ߚʹݔ = ͸ݕ − ͷݔͲ = −͸ݔ + ͸ݕ + ͸ݖDonc une équation 

caractérisant ݉ܫሺ݂ሻ est ݔ − ݕ − ݖ = Ͳ 
4. ʹ − ʹ − ͳ = −ͳ donc ܽ ב ሺ݂ሻ݉ܫ = ,ሺܾݐܿ݁� ܿሻ, {ܾ, ܿ} est libre donc {ܽ, ܾ, ܿ} est libre et à 3 vecteurs par 

conséquent c’est une base de ℝଷ donc kerሺ݂ሻ⨁݉ܫሺ݂ሻ = ℝଷ. 
Allez à : Exercice 7 
 
Correction exercice 8.   

1.  
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ሻݔሺݑ = ଵ݁ଵݔሺݑ + ଶ݁ଶݔ + ଷ݁ଷݔ + ସ݁ସሻݔ = ሺ݁ଵሻݑଵݔ + ሺ݁ଶሻݑଶݔ + ሺ݁ଷሻݑଷݔ + =ሺ݁ସሻݑସݔ ଵሺݔ ଵ݂ − ଶ݂ + ʹ ଷ݂ሻ + ʹଶሺݔ ଵ݂ + ଶ݂ − ͵ ଷ݂ሻ + ͵ଷሺݔ ଵ݂ − ଷ݂ሻ + −ସሺݔ ଵ݂ − ʹ ଶ݂ + ͷ ଷ݂ሻ= ሺݔଵ + ଶݔʹ + ଷݔ͵ − ସሻݔ ଵ݂ + ሺ−ݔଵ + ଶݔ − ସሻݔʹ ଶ݂ + ሺʹݔଵ − ଶݔ͵ − ଷݔ + ͷݔସሻ ଷ݂ 
ݔ   .2 = ሺݔଵ, ,ଶݔ ,ଷݔ ସሻݔ א kerሺݑሻ ⇔ ଷܮଶܮଵܮ { ଵݔ + ଶݔʹ + ଷݔ͵ − ସݔ = Ͳ−ݔଵ + ଶݔ            − ସݔʹ = Ͳʹݔଵ − ଶݔ͵ − ଷݔ + ͷݔସ = Ͳ⇔ ଶܮଵܮ + ଷܮଵܮ − ଵܮʹ ଵݔ} + ଶݔʹ + ଷݔ͵ − ସݔ = Ͳ       ͵ݔଶ + ଷݔ͵ − ସݔ͵ = Ͳ    −͹ݔଶ − ͹ݔଷ + ͹ݔସ = Ͳ ⇔ ଵݔ} + ଶݔʹ + ଷݔ͵ − ସݔ = Ͳ       ݔଶ + ଷݔ − ସݔ = Ͳ⇔ ଵݔ} + ʹሺ−ݔଷ + ସሻݔ + ଷݔ͵ − ସݔ = Ͳ       ݔଶ = ଷݔ− + ସݔ ⇔ { ଵݔ = ଷݔ− − ଶݔ       ସݔ = ଷݔ− +  ସݔ

Donc  ݔ = ሺ−ݔଷ − ,ସݔ ଷݔ− + ,ସݔ ,ଷݔ ସሻݔ = ଷሺ−ͳ,−ͳ,ͳ,Ͳሻݔ +  ସሺ−ͳ,ͳ,Ͳ,ͳሻݔ
Si on pose ܽ = ሺ−ͳ,−ͳ,ͳ,Ͳሻ et ܾ = ሺ−ͳ,ͳ,Ͳ,ͳሻ, ces deux vecteurs n’étant pas colinéaires, et comme il 
engendre kerሺݑሻ ils forment une base de kerሺݑሻ, et dimሺ�݁ݎሺݑሻሻ = ʹ 

3. D’après le théorème du rang dimሺkerሺݑሻሻ + dim(݉ܫሺݑሻ൯ = dimሺℝସሻ 
Donc dim(݉ܫሺݑሻ൯ =  ሺ݁ଶሻ ne sont pas colinéaires, ils forment donc une libre libre à deuxݑ ሺ݁ଵሻ etݑ ,ʹ

vecteurs dans un espace vectoriel de dimension 2, c’est une base. 
Allez à : Exercice 8 
 
Correction exercice 9.   

1.  

ݔ = ሺݔଵ, ,ଶݔ ,ଷݔ ସሻݔ א kerሺݑሻ ⇔ { ଵݔ − ଶݔ + ଷݔ = ͲͲ = Ͳݔଵ + ଶݔ − ଷݔ + ସݔ = Ͳݔସ = Ͳ ⇔ ଵݔ} − ଶݔ + ଷݔ = Ͳݔଵ + ଶݔ − ଷݔ = Ͳݔସ = Ͳ ⇔ { ଵݔ = Ͳݔଶ = ସݔଷݔ = Ͳ  

Donc ݔ = ሺͲ, ,ଷݔ ,ଷݔ Ͳሻ = ܽ ଷሺͲ,ͳ,ͳ,Ͳሻ, si on poseݔ = ݁ଶ + ݁ଷ alors kerሺݑሻ =  ሺܽሻ et donc laݐܿ݁ݒ
dimension de kerሺݑሻ est ͳ. 

ሺ݁ଵሻݑ   .2 = ሺͳ,Ͳ,ͳ,Ͳሻ = ݁ଵ + ݁ଷ; ሺ݁ଶሻݑ  = ሺ−ͳ,Ͳ,ͳ,Ͳሻ = −݁ଵ + ݁ଷ; ݑሺ݁ଷሻ = ሺͳ,Ͳ,−ͳ,Ͳሻ = ݁ଵ − ݁ଷ; ሺ݁ସሻݑ  = ሺͲ,Ͳ,Ͳ,ͳ,ͳሻ = ݁ଷ + ݁ସ ݉ܫሺݑሻ = ሺ݁ଵݐܿ݁� + ݁ଷ, −݁ଵ + ݁ଷ, ݁ଵ − ݁ଷ, ݁ଷ + ݁ସሻ = ሺ݁ଵݐܿ݁� + ݁ଷ, ݁ଵ − ݁ଷ, ݁ଷ + ݁ସሻ 
Car ݑሺ݁ଶሻ = ሻݑሺ݉ܫ ሺ݁ଷሻݑ− = ሺ݁ଵݐܿ݁� + ݁ଷ, ݁ଵ − ݁ଷ + ݁ଵ + ݁ଷ, ݁ଷ + ݁ସሻ = ሺ݁ଵݐܿ݁� + ݁ଷ, ʹ݁ଵ, ݁ଷ + ݁ସሻ= ,ሺ݁ଷݐܿ݁� ݁ଵ, ݁ଷ + ݁ସሻ = ,ሺ݁ଷݐܿ݁� ݁ଵ, ݁ସሻ 
Cette famille est une sous-famille d’une famille libre, elle est libre (et génératrice) donc c’est une base 
de ݉ܫሺݑሻ 
Autre méthode, d’après le théorème de rang dim ሺkerሺݑሻ + dim(݉ܫሺݑሻ൯ = dimሺℝସሻ ⇒ dim(݉ܫሺݑሻ൯ = ͵ 

Par conséquent ሺ݁ଵ + ݁ଷ, ݁ଵ − ݁ଷ, ݁ଷ + ݁ସሻ est une famille génératrice à trois vecteurs dans un espace de 

dimension trois, c’est une base et donc dim(݉ܫሺݑሻ൯ = ͵. 

3. Comme dim ሺkerሺݑሻ + dim(݉ܫሺݑሻ൯ = dimሺℝସሻ 
Le tout est de savoir si ܽ = ݁ଶ + ݁ଷ appartient à ݉ܫሺݑሻ, si c’est le cas kerሺݑሻ ⊂  ሻ et il n’y a pas deݑሺ݉ܫ
somme directe et sinon kerሺݑሻ ∩ ሻݑሺ݉ܫ = {Ͳℝర} et il y a somme directe. 
Soit on montre que ሺ݁ଶ + ݁ଷ, ݁ଵ + ݁ଷ, ݁ଵ − ݁ଷ, ݁ଷ + ݁ସሻ est libre et donc une base de ℝସ puisqu’il s’agit 
d’une famille libre à 4 vecteurs dans un espace de dimension 4 et on a  kerሺݑሻ⨁݉ܫሺݑሻ = ℝସ 
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Soit kerሺݑሻ + ሻݑሺ݉ܫ = ,ሺ݁ଵݐܿ݁ݒ ݁ଷ, ݁ସ, ݁ଶ + ݁ଷሻ = ,ሺ݁ଵݐܿ݁� ݁ଶ, ݁ଷ, ݁ସሻ = ℝସ 
Ce qui montre que kerሺݑሻ⨁݉ܫሺݑሻ = ℝସ. 

4. Ͳ + Ͳ − Ͳ + Ͳ = Ͳ donc Ͳℝర א  .ܧ
Soient ݔ = ሺݔଵ, ,ଶݔ ,ଷݔ ସሻݔ א ݕ et ܧ = ሺݕଵ, ,ଶݕ ,ଷݕ ସሻݕ א ଵݔ on a ,ܧ + ଶݔ − ଷݔ + ସݔ = Ͳ            et             ݕଵ + ଶݕ − ଷݕ + ସݕ = Ͳ 
Pour tout et ߤ réels ݔߣ + ݕߤ = ሺݔߣଵ + ,ଵݕߤ ଶݔߣ + ,ଶݕߤ ଷݔߣ + ,ଷݕߤ ସݔߣ + ଵݔߣସሻ ሺݕߤ + ଵሻݕߤ + ሺݔߣଶ + ଶሻݕߤ − ሺݔߣଷ + ଷሻݕߤ + ሺݔߣସ + =ସሻݕߤ ଵݔሺߣ + ଶݔ − ଷݔ + ସሻݔ + ଵݕሺߤ + ଶݕ − ଷݕ + ସሻݕ = Ͳ 
Ce qui montre que ݔߣ + ݕߤ א ݔ .est un sous-espace vectoriel de ℝସ ܧ donc ܧ = ሺݔଵ, ,ଶݔ ,ଷݔ ସሻݔ א ଵݔ on a ,ܧ + ଶݔ − ଷݔ + ସݔ = Ͳ donc ݔଵ = ଶݔ− + ଷݔ − ݔ ସݔ = ሺ−ݔଶ + ଷݔ − ,ସݔ ,ଶݔ ,ଷݔ ସሻݔ = ଶሺ−ͳ,ͳ,Ͳ,Ͳሻݔ + ଷሺͳ,Ͳ,ͳ,Ͳሻݔ +  ସሺ−ͳͲ,Ͳ,ͳሻݔ
On pose ܾ = ሺ−ͳ,ͳ,Ͳ,Ͳሻ, ܿ = ሺͳ,Ͳ,ͳ,Ͳሻ et ݀ = ሺ−ͳͲ,Ͳ,ͳሻ, la famille ሺܽ, ܾ, ܿሻ engendre ܧ 

ܾߙ + ܿߚ + ݀ߛ = Ͳℝర ⇔ ሺ−ͳ,ͳ,Ͳ,Ͳሻߙ + ሺͳ,Ͳ,ͳ,Ͳሻߚ + ሺ−ͳͲ,Ͳ,ͳሻߛ = Ͳℝర ⇔ ߙ−} + ߚ − ߛ = Ͳߙ = Ͳߚ = Ͳߛ = Ͳ⇔ ߙ} = Ͳߚ = Ͳߛ = Ͳ 

Ce que signifie que ሺܾ, ܿ, ݀ሻ est une famille libre. Par conséquent ሺܾ, ܿ, ݀ሻ est une base de ܧ. 
5. kerሺݑሻ = ܽ ሺܽሻ avecݐܿ݁� = ݁ଶ + ݁ଷ = ሺͲ,ͳ,ͳ,Ͳሻ donc Ͳ + ͳ − ͳ + Ͳ = Ͳ ce qui montre que ܽ א  ,ܧ

autrement dit kerሺݑሻ ⊂ ሻݑሺ݉ܫ⨁ሻݑon n’a pas : kerሺ ,ܧ = ℝସ 
Allez à : Exercice 9 
 
Correction exercice 10.   

1.  

ݔ = ሺݔଵ, ,ଶݔ ,ଷݔ ସሻݔ א kerሺݑሻ ⇔ ସܮଷܮଶܮଵܮ {
ଵݔ − ଶݔ + ଷݔʹ + ସݔʹ = Ͳݔଵ + ଶݔʹ − ଷݔ + ସݔʹ = Ͳ−ݔଵ + ଶݔ − ଷݔʹ − ସݔʹ = Ͳ−ݔଵ + ଶݔ − ଷݔ − ସݔ = Ͳ

⇔ ଶܮଵܮ − ଷܮ ଵܮ + ସܮଵܮ + ଵܮ {
ଵݔ − ଶݔ + ଷݔʹ + ସݔʹ = Ͳ͵ݔଶ − ଷݔ͵ = ͲͲ = Ͳݔଷ + ସݔ = Ͳ ⇔ ଵݔ} = ଶݔ − ଷݔʹ − ଶݔସݔʹ = ସݔଷݔ = ଷݔ−

⇔ ଵݔ} = ଷݔ − ଷݔʹ + ଶݔଷݔʹ = ସݔଷݔ = ଷݔ− ⇔ { ଵݔ = ଶݔଷݔ = ସݔଷݔ = ݔ ଷݔ− = ሺݔଷ, ,ଷݔ ,ଷݔ ଷሻݔ− = ,ଷሺͳ,ͳ,ͳݔ −ͳሻ kerሺݑሻ est la droite engendrée par ݁ଵ + ݁ଶ + ݁ଷ − ݁ସ 
ሻݑሺ݉ܫ   .2 = ,ሺ݁ଵሻݑ)ݐܿ݁� ,ሺ݁ଶሻݑ ,ሺ݁ଷሻݑ ሺ݁ଵሻݑ ሺ݁ସሻ൯ݑ = ሺͳ,ͳ, −ͳ,−ͳሻ ݑሺ݁ଶሻ = ሺ−ͳ,ʹ,ͳ,ͳሻ ݑሺ݁ଷሻ = ሺʹ,−ͳ, −ʹ,−ͳሻ ݑሺ݁ସሻ = ሺʹ,ʹ,−ʹ, −ͳሻ 

D’après le théorème du rang dimሺkerሺݑሻሻ + dim(݉ܫሺݑሻ൯ = dimሺℝସሻ 
Ce qui entraine que 
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dim(݉ܫሺݑሻ൯ = ͵ 

Première méthode 

On regarde si la famille (ݑሺ݁ଵሻ, ,ሺ݁ଶሻݑ ,ሺ݁ଷሻݑ  ሺ݁ସሻ൯ est libreݑ

ሺ݁ଵሻݑߙ + ሺ݁ଶሻݑߚ + ሺ݁ଷሻݑߛ + ሺ݁ସሻݑߜ = Ͳℝర ⇔ ସܮଷܮଶܮଵܮ {
ߙ − ߚ + ߛʹ + ߜʹ = Ͳߙ + ߚʹ − ߛ + ߜʹ = Ͳ−ߙ + ߚ − ߛʹ − ߜʹ = Ͳ−ߙ + ߚ − ߛ − ߜ = Ͳ

⇔ ଶܮଵܮ − ଷܮଵܮ + ସܮଵܮ + ଵܮ {
ߙ − ߚ + ߛʹ + ߜʹ = Ͳ͵ߚ − ߛ͵ = ͲͲ = Ͳߛ + ߜ = Ͳ ⇔ ߙ} − ߚ + ߛʹ + ߜʹ = Ͳߚ = ߜߛ = ߛ− ⇔ { ߙ = ߚߛ = ߜߛ =  ߛ−

La famille n’est pas libre, pour ߛ = ͳ, cela donne la relation ݑሺ݁ଵሻ + ሺ݁ଶሻݑ + ሺ݁ଷሻݑ − ሺ݁ସሻݑ = Ͳℝర 
Soit ݑሺ݁ଵሻ + ሺ݁ଶሻݑ + ሺ݁ଷሻݑ =  ሺ݁ସሻݑ
Alors ݉ܫሺݑሻ = ,ሺ݁ଵሻݑ)ݐܿ݁ݒ ,ሺ݁ଶሻݑ ,ሺ݁ଷሻݑ ሺ݁ସሻ൯ݑ = ,ሺ݁ଵሻݑ)ݐܿ݁� ,ሺ݁ଶሻݑ ,ሺ݁ଷሻݑ ሺ݁ଵሻݑ + ሺ݁ଶሻݑ + =ሺ݁ଷሻ൯ݑ ,ሺ݁ଵሻݑ)ݐܿ݁� ,ሺ݁ଶሻݑ  ሺ݁ଷሻ൯ݑ
Comme (ݑሺ݁ଵሻ, ,ሺ݁ଶሻݑ  .ሺ݁ଷሻ൯ est une famille génératrice à trois vecteurs dans un espace de dimension ͵, c’est une baseݑ
Deuxième méthode ݁ଵ + ݁ଶ + ݁ଷ − ݁ସ א kerሺݑሻ 
Par conséquent ݑሺ݁ଵ + ݁ଶ + ݁ଷ − ݁ସሻ = Ͳℝర 
Ce qui entraine que ݑሺ݁ଵሻ + ሺ݁ଶሻݑ + ሺ݁ଷሻݑ − ሺ݁ସሻݑ = Ͳℝర 
Et on conclut de la même façon. 

ݔ   .3 = ሺݔଵ, ,ଶݔ ,ଷݔ ସሻݔ א ሻݑሺ݉ܫ = ,ሺ݁ଵሻݑ)ݐܿ݁� ,ሺ݁ଶሻݑ ሺ݁ଷሻ൯ݑ ⇔ ∃ሺߙ, ,ߚ ሻߛ א ℝଷ, =ݔ ሺ݁ଵሻݑߙ + ሺ݁ଶሻݑߚ + ሺ݁ଷሻݑߛ  ⇔ ∃ሺߙ, ,ߚ ሻߛ א ℝଷ, ሺݔଵ, ,ଶݔ ,ଷݔ =ସሻݔ ,ሺͳ,ͳ,−ͳߙ −ͳሻ + ሺ−ͳ,ʹ,ͳ,ͳሻߚ + ,ʹሺߛ −ͳ,−ʹ,−ͳሻ ⇔ ∃ሺߙ, ,ߚ ሻߛ
א ℝଷ, ସܮଷܮଶܮଵܮ {

ߙ − ߚ + ߛʹ = ߙଵݔ + ߚʹ − ߛ = ߙ−ଶݔ + ߚ − ߛʹ = ߙ− ଷݔ + ߚ − ߛ = ⇔ ସݔ ∃ሺߙ, ,ߚ ሻߛ א ℝଷ ଶܮଵܮ − ଷܮଵܮ + ସܮଵܮ + }ଵܮ
ߙ − ߚ + ߛʹ + ߜʹ = ߚ͵ଵݔ − ߛ͵ = ଵݔ− + ଶͲݔ = ଵݔ + ߛଷݔ + ߜ = ଵݔ + ସݔ

⇔ ∃ሺߙ, ,ߚ ሻߛ א ℝଷ ଶܮଵܮ − ଷܮଵܮ + ସܮଵܮ + ଵܮ {
ߙ − ߚ + ߛʹ + ߜʹ = ߚ͵ଵݔ − ߛ͵ = ଵݔ− + ߛଶݔ + ߜ = ଵݔ + ସͲݔ = ଵݔ + ଷݔ  

 
Ce qui montre que ݉ܫሺݑሻ = {ሺݔଵ, ,ଶݔ ,ଷݔ ସሻݔ א ℝସ, ଵݔ + ଷݔ = Ͳ} 

Allez à : Exercice 10 
  
Correction exercice 11.  

1. La matrice de ݂ ∘ ݂ dans la base ߚ est ݐܽܯ�ሺ݂ሻ ×  ሺ݂ሻ�ݐܽܯ
Or ݐܽܯ�ሺ݂ሻ = (−͹ ͺ ͸−͸ ͹ ͸Ͳ Ͳ −ͳ) donc ݐܽܯ�ሺ݂ଶሻ = (−͹ ͺ ͸−͸ ͹ ͸Ͳ Ͳ −ͳ)(−͹ ͺ ͸−͸ ͹ ͸Ͳ Ͳ −ͳ) = (ͳ Ͳ ͲͲ ͳ ͲͲ Ͳ ͳ) =  ܫ

2. Il existe ݃  telle que ݃ ∘ ݂ = ݂ donc ݀ܫ  est bijective et ݂−ଵ = ݂. 
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Allez à : Exercice 11 
 
Correction exercice 12.  

1. Soit ݑ = ሺݔ, ,ݕ ,ݖ ′ݑ ,ሻݐ = ሺݔ′, ,′ݕ ,′ݖ ݑߣdeux réels. ݂ሺ ′ߣ et ߣ ሻ deux vecteurs et′ݐ + ሻݑ′ߣ = ݂ሺݔߣ + ,′ݔ′ߣ ݕߣ + ,′ݕ′ߣ ݖߣ + ,′ݖ′ߣ ݐߣ + =ሻ′ݐ′ߣ ݔߣ) + ′ݔ′ߣ − ʹሺݕߣ + ,ሻ′ݕ′ߣ ݔߣ + ′ݔ′ߣ − ʹሺݕߣ + ,ሻ′ݕ′ߣ Ͳ, ݔߣ + ′ݔ′ߣ − ሺݕߣ + −ሻ′ݕ′ߣ ሺݖߣ + ሻ′ݖ′ߣ − ሺݐߣ + =ሻ൯′ݐ′ߣ ݔሺߣ) − ሻݕʹ + ′ݔሺ′ߣ − ,ሻ′ݕʹ ݔሺߣ − ሻݕʹ + ′ݔሺ′ߣ − ,ሻ′ݕʹ Ͳ, λሺݔ − ݕ − ݖ − +ሻݐ ′ݔሺ′ߣ − ′ݕ − ′ݖ − =ሻ൯′ݐ ݔሺߣ − ,ݕʹ ݔ − ,ݕʹ Ͳ, ݔ − ݕ − ݖ − ሻݐ + ′ݔሺ′ߣ − ,′ݕʹ ′ݔ − ,′ݕʹ Ͳ, ′ݔ − ′ݕ − ′ݖ − =ሻ′ݐ ሻݑሺ݂ߣ +  .ሻ ݂ est bien linéaire′ݑሺ݂ߣ
2. Soit ݑ = ሺݔ, ,ݕ ,ݖ ሻݐ א kerሺݑሻ 

{ ݔ − ݕʹ = Ͳݔ − ݕʹ = ͲͲ = Ͳݔ − ݕ − ݖ − ݐ = Ͳ ⇔ { ݔ − ݕʹ = Ͳݔ − ݕ − ݖ − ݐ = Ͳ ⇔ { ݔ = ݕݕʹ − ݖ − ݐ = Ͳ ⇔ { ݔ = ݐݕʹ = ݕ −  ݖ
Donc ݑ = ሺʹݕ, ,ݕ ,ݖ ݕ − ሻݖ = ሺʹ,ͳ,Ͳ,ͳሻݕ + ,ሺͲ,Ͳ,ͳݖ −ͳሻ ܽ = ሺʹ,ͳ,Ͳ,ͳሻ et ܾ = ሺͲ,Ͳ,ͳ,−ͳሻ sont deux vecteurs non colinéaires (qui forment donc une famille libre) 
qui engendre kerሺ݂ሻ ils forment une base de kerሺ݂ሻ. 
D’après le théorème du rang dimሺkerሺ݂ሻሻ + dim(݉ܫሺ݂ሻ൯ = dimሺℝସሻ ⇔ dim(݉ܫሺ݂ሻ൯ = ʹ 

Si on appelle ሺ݁ଵ, ݁ଶ, ݁ଷ, ݁ସሻ la base canonique de ℝସ, ݂ ሺ݁ଵሻ = ሺͳ,ͳ,Ͳ,ͳሻ et ݂ ሺ݁ଷሻ = ሺͲ,Ͳ,Ͳ, −ͳሻ sont 
deux vecteurs non proportionnels de ݉ܫሺ݂ሻ, ils forment donc une famille libre à deux éléments dans un 
espace de dimension ʹ, c’est une base de ݉ܫሺ݂ሻ. 

3. On a kerሺ݂ሻ⊕ ሺ݂ሻ݉ܫ = ℝସ si et seulement si (ܽ, ܾ, ݂ሺ݁ଵሻ, ݂ሺ݁ଷሻ൯ est une base de ℝସ. 
det(ܽ, ܾ, ݂ሺ݁ଵሻ, ݂ሺ݁ଷሻ൯ = |ʹ Ͳ ͳ Ͳͳ Ͳ ͳ ͲͲ ͳ Ͳ Ͳͳ −ͳ ͳ −ͳ| = − |

ʹ Ͳ ͳͳ Ͳ ͳͲ ͳ Ͳ| = +ͳ × |ʹ ͳͳ ͳ| = ͳ 

(ܽ, ܾ, ݂ሺ݁ଵሻ, ݂ሺ݁ଷሻ൯ est une base de ℝସ donc kerሺ݂ሻ ⊕ ሺ݂ሻ݉ܫ = ℝସ. 
Allez à : Exercice 12 
 
Correction exercice 13.  

1. Soient ݑ = ሺݔ, ,ݕ ,ݖ ′ݑ ሻ etݐ = ሺݔ′, ,′ݕ ,′ݖ ݑߣ .deux réels ′ߣ et ߣ ሻ deux vecteurs de ℝସ. Soient′ݐ + ′ݑ′ߣ = ,ݔሺߣ ,ݕ ,ݖ ሻݐ + ,′ݔሺ′ߣ ,′ݕ ,′ݖ ሻ′ݐ = ሺݔߣ + ,′ݔ′ߣ ݕߣ + ,′ݕ′ߣ ݖߣ + ,′ݖ′ߣ ݐߣ + ݑߣሻ ݂ሺ′ݐ′ߣ + ሻ′ݑ′ߣ = ݂ሺݔߣ + ,′ݔ′ߣ ݕߣ + ,′ݕ′ߣ ݖߣ + ,′ݖ′ߣ ݐߣ + =ሻ′ݐ′ߣ (ሺݔߣ + ሻ′ݔ′ߣ + ሺݕߣ + ,ሻ′ݕ′ߣ ሺݖߣ + ሻ′ݖ′ߣ + ሺݐߣ + ,ሻ′ݐ′ߣ ሺݔߣ + ሻ′ݔ′ߣ + ሺݕߣ + +ሻ′ݕ′ߣ ሺݖߣ + ሻ′ݖ′ߣ + ሺݐߣ + =ሻ൯′ݐ′ߣ ݔሺߣ) + ሻݕ + ′ݔሺ′ߣ + ,ሻ′ݕ ݖሺߣ + ሻݐ + ′ݖሺ′ߣ + ,ሻ′ݐ ݔሺߣ + ݕ + ݖ + +ሻݐ ′ݔሺ′ߣ + ′ݕ + ′ݖ + =ሻ൯′ݐ ݔሺߣ + ,ݕ ݖ + ,ݐ ݔ + ݕ + ݖ + ሻݐ + ′ݔሺ′ߣ + ,′ݕ ′ݖ + ,′ݐ ′ݔ + ′ݕ + ′ݖ + =ሻ′ݐ ሻݑሺ݂ߣ +  .ሻ ݂ est linéaire′ݑሺ݂ߣ
2.  
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ݑ א kerሺ݂ሻ ⇔ ݂ሺݑሻ = Ͳℝయ ⇔ ሺݔ + ,ݕ ݖ + ,ݐ ݔ + ݕ + ݖ + ሻݐ = ሺͲ,Ͳ,Ͳ,Ͳሻ ⇔ { ݔ + ݕ = Ͳݖ + ݐ = Ͳݔ + ݕ + ݖ + ݐ = Ͳ⇔ ݕ} = ݐݔ− = ݖ− ⇔ ݑ = ሺݔ−,ݔ, ,ݖ ሻݖ− = ,ሺͳݔ −ͳ,Ͳ,Ͳሻ + ,ሺͲ,Ͳ,ͳݖ −ͳሻ 
On pose ܽ = ሺͳ, −ͳ,Ͳ,Ͳሻ et ܾ = ሺͲ,Ͳ,ͳ, −ͳሻ, ܽ  et ܾ  engendrent kerሺ݂ሻ, d’autre part ces vecteurs ne sont 
pas proportionnels, ils forment donc une famille libre, finalement ሺܽ, ܾሻ est une base de kerሺ݂ሻ. 

3.  
Première méthode ݉ܫሺ݂ሻ = ,ሺ݁ଵሻ݂)ݐܿ݁� ݂ሺ݁ଶሻ, ݂ሺ݁ଷሻ, ݂ሺ݁ସሻ൯ ݂ሺ݁ଵሻ = ሺͳ,Ͳ,ͳሻ; ݂ሺ݁ଶሻ = ሺͳ,Ͳ,ͳሻ; ݂ሺ݁ଷሻ = ሺͲ,ͳ,ͳሻ; ݂ሺ݁ସሻ = ሺͲ,ͳ,ͳሻ 

Comme ݂ ሺ݁ଵሻ = ݂ሺ݁ଶሻ et ݂ ሺ݁ଷሻ = ݂ሺ݁ସሻ ݉ܫሺ݂ሻ = ,ሺ݁ଵሻ݂)ݐܿ݁� ݂ሺ݁ଷሻ൯ ݂ሺ݁ଵሻ et ݂ ሺ݁ଷሻ ne sont pas proportionnels, ils forment une famille libre, comme cette famille est 
génératrice de ݉ܫሺ݂ሻ, c’est une base de ݉ܫሺ݂ሻ. 

Deuxième méthode 
D’après le théorème du rang dimሺkerሺ݂ሻሻ + dim(݉ܫሺ݂ሻ൯ = dimሺℝସሻ ⇔ ʹ + dim(݉ܫሺ݂ሻ൯ = Ͷ ⇔ dim(݉ܫሺ݂ሻ൯ = ʹ 

Ensuite on cherche deux vecteurs non proportionnels de ݉ܫሺ݂ሻ, par exemple ݂ሺ݁ଵሻ et ݂ ሺ݁ଷሻ, ils forment 
une famille libre dans un espace de dimension ʹ, c’est une base. 

Allez à : Exercice 13 
 
Correction exercice 14.  

1. Soient ݔ = ሺݔଵ, ,ଶݔ ݕ ଷሻ etݔ = ሺݕଵ, ,ଶݕ ݔߣ .deux réels ߤ et ߣ ଷሻ deux vecteurs de ℝଷ. Soientݕ + ݕߤ = ሺݔߣଵ + ,ଵݕߤ ଶݔߣ + ,ଶݕߤ ଷݔߣ + ݔߣሺݑ ଷሻݕߤ + ሻݕߤ = (−ʹሺݔߣଵ + ଵሻݕߤ + Ͷሺݔߣଶ + ଶሻݕߤ + Ͷሺݔߣଷ + ,ଷሻݕߤ −ሺݔߣଵ + ଵሻݕߤ + +ଷݔߣ ,ଷݕߤ −ʹሺݔߣଵ + ଵሻݕߤ + Ͷሺݔߣଶ + ଶሻݕߤ + Ͷሺݔߣଷ + =ଷሻ൯ݕߤ ሺݔʹ−]ߣଵ + Ͷݔଶ + Ͷݔଷ] + ଵݕʹ−]ߤ + Ͷݕଶ + ,[ଷݕ ଵݔ−]ߣ + +[ଷݔ ଵݕ−]ߤ + ,[ଷݕ ଵݔʹ−]ߣ + Ͷݔଶ + Ͷݔଷ] + ଵݕʹ−]ߤ + Ͷݕଶ + =ଷ]ሻݕ ଵݔʹ−ሺߣ + Ͷݔଶ + Ͷݔଷ, ଵݔ− + ,ଷݔ ଵݔʹ− + Ͷݔଶ + Ͷݔଷሻ+ ଵݕʹ−ሺߤ + Ͷݕଶ + Ͷݕଷ, ଵݕ− + ,ଷݕ ଵݕʹ− + Ͷݕଶ + Ͷݕଷሻ = ሻݔሺݑߣ +  ሻݕሺݑߤ
Donc ݑ est linéaire. 

2. Soit ݔ = ሺݔଵ, ,ଶݔ ଷሻݔ א kerሺݑሻ et ܺ =  .ses coordonnées dans la base canonique (ଷݔଶݔଵݔ)

ݔ א kerሺݑሻ ⇔ ଵݔʹ−} + Ͷݔଶ + Ͷݔଷ = Ͳ−ݔଵ + ଷݔ = Ͳ−ʹݔଵ + Ͷݔଶ + Ͷݔଷ = Ͳ ⇔ ଵݔ−} + ଶݔʹ + ଷݔʹ = Ͳݔଵ = ଷݔ ⇔ ଶݔʹ} + ଷݔ = Ͳݔଵ = ଷݔ ⇔ ଶݔ} = − ͳʹ ଵݔଷݔ = ଷݔ  

ݔ = ,ଷݔ) − ͳʹ ,ଷݔ (ଷݔ = ʹଷݔ ሺʹ,−ͳ,ʹሻ ܽ = ሺʹ,−ͳ,ʹሻ = ʹ݁ଵ − ݁ଶ + ʹ݁ଷ est un vecteur non nul qui engendre kerሺݑሻ, c’est une base de kerሺݑሻ. ݉ܫሺݑሻ = ,ሺ݁ଵሻݑሺݐܿ݁� ,ଶሻ݁)ݑ  ሺ݁ଷሻ൯ݑ
D’après le théorème du rang, dimሺkerሺݑሻሻ + dim(݉ܫሺݑሻ൯ = dimሺℝଷሻ ⇔ ͳ + dim(݉ܫሺݑሻ൯ = ͵ ⇔ dim(݉ܫሺݑሻ൯ = ሺ݁ଵሻݑ ʹ = −ʹ݁ଵ − ݁ଶ − ʹ݁ଷ = ሺ−ʹ,−ͳ, −ʹሻ et ݑሺ݁ଶሻ = Ͷ݁ଵ + Ͷ݁ଷ = ሺͶ,Ͳ,Ͷሻ, ces deux vecteurs ne sont 

pas proportionnels, ils forment une famille libre de ݉ܫሺݑሻ qui est de dimension 2, (ݑሺ݁ଵሻ,  ሺ݁ଶሻ൯ estݑ

une base de ݉ܫሺݑሻ. 
3. kerሺݑሻ ⊕ ሻݑሺ݉ܫ = ℝଷ ⇔ (ܽ, ,ሺ݁ଵሻݑ  .ሺ݁ଶሻ൯ est une base de ℝଷݑ

Il est presque évident que  
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ሺ݁ଵሻݑ + ሺ݁ଷሻݑ = ܽ 
Sinon on calcule ܽߙ + ሺ݁ଵሻݑߚ + ሺ݁ଷሻݑߛ = Ͳℝయ et on s’aperçoit que ߙ = ͳ, ߚ = −ͳ et ߛ = −ͳ est une 
solution non nulle. (ܽ, ,ሺ݁ଵሻݑ ሻݑሺ݁ଶሻ൯ n’est pas une base, donc on n’a pas kerሺݑ ⊕ ሻݑሺ݉ܫ = ℝଷ 

Allez à : Exercice 14 
 
Correction exercice 15.   

ሻݔሺݑ  .1 = ଵ݁ଵݔሺݑ + ଶ݁ଶݔ + ଷ݁ଷሻݔ = ሺ݁ଵሻݑଵݔ + ሺ݁ଶሻݑଶݔ + =ሺ݁ଷሻݑଷݔ ଵሺʹ݁ଵݔ + ݁ଶ + ͵݁ଷሻ + ଶሺ݁ଶݔ − ͵݁ଷሻ + ଷሺ−ʹ݁ଶݔ + ʹ݁ଷሻ= ଵ݁ଵݔʹ + ሺݔଵ + ଶݔ − ଷሻ݁ଶݔʹ + ሺ͵ݔଵ − ଶݔ͵ + =ଷሻ݁ଷݔʹ ሺʹݔଵ, ଵݔ + ଶݔ − ,ଷݔʹ ଵݔ͵ − ଶݔ͵ +  ଷሻݔʹ
2. ݂ሺͲℝయሻ = Ͳℝయ = ʹ × Ͳℝయ ⇒ Ͳℝయ א  ܧ

Soient ݔ et ݕ deux vecteurs de ܧ, alors ݑሺݔሻ = ሻݕሺݑ et ݔʹ =  ݕʹ
Soient ߣ et ߤ deux réels ݑሺݔߣ + ሻݕߤ = ሻݔሺݑߣ + ሻݕሺݑߤ = ሻݔʹሺߣ + ሻݕʹሺߤ = ʹሺݔߣ +  ሻݕߤ
Donc ݔߣ + ݕߤ א est un sous-espace-vectoriel de ℝଷ ݂ሺͲℝయሻ ܧ et ܧ = Ͳℝయ = −Ͳℝయ ⇒ Ͳℝయ א   ܨ
Soient ݔ et ݕ deux vecteurs de ܨ, alors ݑሺݔሻ = ሻݕሺݑ et ݔ− =  ݕ−
Soient ߣ et ߤ deux réels ݑሺݔߣ + ሻݕߤ = ሻݔሺݑߣ + ሻݕሺݑߤ = ሻݔ−ሺߣ + ሻݕ−ሺߤ = −ሺݔߣ +  ሻݕߤ
Donc ݔߣ + ݕߤ א  .est un sous-espace-vectoriel de ℝଷ ܨ et ܨ

ݔ   .3 א ܧ ⇔ ሻݔሺݑ = ݔʹ ⇔ ሺʹݔଵ, ଵݔ + ଶݔ − ,ଷݔʹ ଵݔ͵ − ଶݔ͵ + ଷሻݔʹ = ʹሺݔଵ, ,ଶݔ ⇔ଷሻݔ { ଵݔʹ = ଵݔଵݔʹ + ଶݔ − ଷݔʹ = ଵݔ͵ଶݔʹ − ଶݔ͵ + ଷݔʹ = ଷݔʹ ⇔ ଵݔ} + ଶݔ − Ͷݔଷ = Ͳ͵ݔଵ − ଶݔ͵ = Ͳ ⇔ ଵݔ} = ଷݔଶݔ = Ͳ  

Donc ݔ = ሺݔଵ, ,ଵݔ ଷሻݔ = ଵሺͳ,ͳ,Ͳሻݔ = ଵሺ݁ଵݔ + ݁ଶሻ ݁ଵ + ݁ଶ ≠ Ͳℝయ, il s’agit d’une base de ݔ  .ܧ א ܨ ⇔ ሻݔሺݑ = ݔ− ⇔ ሺʹݔଵ, ଵݔ͵ − ,ଶݔ ଵݔ͵ − ଶݔ͵ + ଷሻݔʹ = −ሺݔଵ, ,ଶݔ ⇔ଷሻݔ { ଵݔʹ = ଵݔଵݔ− + ଶݔ − ଷݔʹ = ଵݔ͵ଶݔ− − ଶݔ͵ + ଷݔʹ = ଷݔ− ⇔ { ଵݔ͵ = Ͳݔଵ + ଶݔʹ − ଷݔʹ = Ͳ͵ݔଵ − ଶݔ͵ + ଷݔ͵ = Ͳ ⇔ { ଵݔ = Ͳݔଶ =  ଷݔ
Donc ݔ = ሺͲ, ,ଷݔ ଷሻݔ = ଷሺͲ,ͳ,ͳሻݔ = ଷሺ݁ଶݔ + ݁ଷሻ ݁ଶ + ݁ଷ ≠ Ͳℝయ, il s’agit d’une base de ܨ.  

4.   dimሺܧሻ + dimሺܨሻ = ͳ + ͳ = ʹ 
Donc il n’y a pas somme directe. 

Allez à : Exercice 15 
 
Correction exercice 16.  

1. Soient ݑ, ݂ ଵ, alors−ܧ deux vecteurs de ′ݑ ሺݑሻ = ݂ et ݑ− ሺݑ′ሻ = ,ߣ Soient .′ݑ− ݑߣdeux réels. ݂ሺ ′ߣ + ሻ′ݑ′ߣ = ሻݑሺ݂ߣ + ሻ′ݑሺ݂′ߣ = ሻݑ−ሺߣ + ሻ′ݑ−ሺߣ = −ሺݑߣ +  ሻ′ݑ′ߣ
La première égalité car ݂ est linéaire, la seconde car ݑ et ݑ′ sont dans ܧ−ଵ, 
La troisième montre que ݑߣ + ′ݑ′ߣ א ଵ ݂ሺͲℝయሻ−ܧ = Ͳℝయ = −Ͳℝయ 
La première égalité car l’image du vecteur nul par une application linéaire est toujours le vecteur nul, la 
seconde égalité montre que Ͳℝయ א  .ଵ est un sous-espace vectoriel de ℝଷ−ܧ .ଵ−ܧ
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Soient ݑ, ݂ ଵ, alorsܧ deux vecteurs de ′ݑ ሺݑሻ = ݂ et ݑ ሺݑ′ሻ = ,ߣ Soient .′ݑ ݑߣdeux réels. ݂ሺ ′ߣ + ሻ′ݑ′ߣ = ሻݑሺ݂ߣ + ሻ′ݑሺ݂′ߣ = ݑߣ +  ′ݑߣ
La première égalité car ݂ est linéaire, la seconde car ݑ et ݑ′ sont dans ܧଵ, 
La seconde montre que ݑߣ + ′ݑ′ߣ א ଵ ݂ሺͲℝయሻܧ = Ͳℝయ 
La première égalité car l’image du vecteur nul par une application linéaire est toujours le vecteur nul, 
cela montre aussi que Ͳℝయ א  .ଵ est un sous-espace vectoriel de ℝଷܧ .ଵܧ

2.  ݂ሺ݁ଵ − ݁ଶሻ = ݂ሺ݁ଵሻ − ݂ሺ݁ଶሻ = − ͳ͵ ݁ଵ + ʹ͵ ݁ଶ + ʹ͵ ݁ଷ − (ʹ͵ ݁ଵ − ͳ͵ ݁ଶ + ʹ͵ ݁ଷ) = −݁ଵ + ݁ଶ = −ሺ݁ଵ − ݁ଶሻ 
Donc ݁ ଵ − ݁ଶ א ଵ ݂ሺ݁ଵ−ܧ − ݁ଷሻ = ݂ሺ݁ଵሻ − ݂ሺ݁ଷሻ = − ͳ͵ ݁ଵ + ʹ͵ ݁ଶ + ʹ͵ ݁ଷ − (ʹ͵ ݁ଵ + ʹ͵ ݁ଶ − ͳ͵ ݁ଷ) = −݁ଵ + ݁ଷ = −ሺ݁ଵ − ݁ଷሻ 
Donc ݁ ଵ − ݁ଷ א ଵ ݂ሺ݁ଵ−ܧ + ݁ଶ + ݁ଷሻ = ݂ሺ݁ଵሻ + ݂ሺ݁ଶሻ + ݂ሺ݁ଷሻ= − ͳ͵ ݁ଵ + ʹ͵ ݁ଶ + ʹ͵ ݁ଷ + ʹ͵ ݁ଵ − ͳ͵ ݁ଶ + ʹ͵ ݁ଷ + ʹ͵ ݁ଵ + ʹ͵ ݁ଶ − ͳ͵ ݁ଷ = ݁ଵ + ݁ଶ + ݁ଷ 
Donc ݁ ଵ + ݁ଶ + ݁ଷ א  ଵܧ

3. Les vecteurs ݁ଵ − ݁ଶ et ݁ ଵ − ݁ଷ ne sont pas proportionnels, ils forment une famille de ܧ−ଵ, donc la 
dimension de ܧଵ est supérieur ou égal à ʹ. ܧଵ a un vecteur non nul, donc sa dimension est supérieur ou égal à ͳ. 

4. Soit ݑ א ଵ−ܧ ∩ ݂ ,ଵܧ ሺݑሻ = ݂ et ݑ− ሺݑሻ = ݑ− donc ݑ = ଵ−ܧ ce qui signifie que le seul vecteur de ,ݑ ଵ−ܧ .ଵ est le vecteur nulܧ∩ ∩ ଵܧ = {Ͳℝయ} 
5.  dimሺܧ−ଵ + ଵሻܧ = dimሺܧ−ଵሻ + dimሺܧଵሻ − dimሺܧ−ଵ ∩ ଵሻܧ = dimሺܧ−ଵሻ + dimሺܧଵሻ ൒ ʹ + ͳ = ͵ 

Comme ܧ−ଵ + ଵܧ ⊂ ℝଷ 
On a  dimሺܧ−ଵ + ଵሻܧ ൑ ͵ 
Finalement dimሺܧ−ଵ + ଵሻܧ = ͵ 
Remarque : cela entraine que dimሺܧ−ଵሻ = ʹ et dimሺܧଵሻ = ͳ 
L’intersection de ces sous-espaces vectoriels étant réduit au vecteur nul on a ܧ−ଵ⊕ܧଵ = ℝଷ 

6. On peut calculer ݂ଶሺ݁ଵሻ, ݂ ଶሺ݁ଶሻ et ݂ ଶሺ݁ଷሻ pour s’apercevoir que ces vecteurs valent respectivement ݁ଵ, ݁ଶ et ݁ ଷ. Mais c’est long.  
Autre méthode 

D’après la question précédente ሺ݁ଵ − ݁ଶ, ݁ଵ − ݁ଷ, ݁ଵ + ݁ଶ + ݁ଷሻ est une base de ℝଷ. 
(Une base de ܧ−ଵ collée à une base de ܧଵ donne une base de ℝଷ si et seulement si ܧ−ଵ⊕ܧଵ = ℝଷ). 
Tous les vecteurs de ℝଷ s’écrive de manière unique comme une combinaison linéaire de ces trois 
vecteurs, il suffit de montrer que ݂ଶሺ݁ଵ − ݁ଶሻ = ݁ଵ − ݁ଶ, ݂ ଶሺ݁ଵ − ݁ଷሻ = ݁ଵ − ݁ଷ et que ݂ ଶሺ݁ଵ + ݁ଶ +݁ଷሻ = ݁ଵ + ݁ଶ + ݁ଷ 
Là, j’ai fait long, en fait il suffit de montrer les égalités ci-dessous ݂ଶሺ݁ଵ − ݁ଶሻ = ݂(݂ሺ݁ଵ − ݁ଶሻ൯ = ݂(−ሺ݁ଵ − ݁ଶሻ൯ = −݂ሺ݁ଵ − ݁ଶሻ = −(−ሺ݁ଵ − ݁ଶሻ൯ = ݁ଵ − ݁ଶ 
Car ݁ ଵ − ݁ଶ א ଵ ݂ଶሺ݁ଵ−ܧ − ݁ଷሻ = ݂(݂ሺ݁ଵ − ݁ଷሻ൯ = ݂(−ሺ݁ଵ − ݁ଷሻ൯ = −݂ሺ݁ଵ − ݁ଷሻ = −(−ሺ݁ଵ − ݁ଷሻ൯ = ݁ଵ − ݁ଷ 
Car ݁ ଵ − ݁ଷ א  ଵ−ܧ
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݂ଶሺ݁ଵ + ݁ଶ + ݁ଷሻ = ݂(݂ሺ݁ଵ + ݁ଶ + ݁ଷሻ൯ = ݂ሺ݁ଵ + ݁ଶ + ݁ଷሻ = ݁ଵ + ݁ଶ + ݁ଷ 
Car ݁ ଵ + ݁ଶ + ݁ଷ א  ଵܧ
Par conséquent ݂ଶ = �݀ℝయ 
Cela montre que ݂−ଵ = ݂ et que ݂  est bijective. 

Remarque : 
Avec les matrices on retrouve ce résultat plus facilement. 

Allez à : Exercice 16 
 
Correction exercice 17.  

1.  

ܽߙ + ܾߚ = ܿߛ = Ͳℝయ ⇔ {  
  −

ʹ͵ ߙ + ʹ͵ ߚ + ͳ͵ ߛ = Ͳʹ͵ ߙ + ͳ͵ ߚ + ʹ͵ ߛ = Ͳͳ͵ ߙ − ʹ͵ ߚ + ʹ͵ ߛ = Ͳ ⇔ { ߙʹ − ߚʹ + ߛ = Ͳ−ʹߙ + ߚ + ߛʹ = Ͳߙ − ߚʹ + ߛʹ = Ͳ
⇔ ଶܮଵܮ + ଷܮʹଵܮ − ଵܮ ߙʹ} − ߚʹ + ߛ = Ͳ−ߚ + ߛ͵ = Ͳߛ = Ͳ ⇔ ߙ} = Ͳߚ = Ͳߛ = Ͳ ሺܽ, ܾ, ܿሻ est une famille libre à trois vecteurs dans un espace vectoriel de dimension 3, c’est une base de ℝଷ. 

ሻݔሺݑ   .2 = ଵ݁ଵݔሺݑ + ଶ݁ଶݔ + ଷ݁ଷሻݔ = ሺ݁ଵሻݑଵݔ + ሺ݁ଶሻݑଶݔ + =ሺ݁ଷሻݑଷݔ ଵሺ͵݁ଵݔ + ݁ଶ − ݁ଷሻ + ଶሺ݁ଵݔ + ͹݁ଶሻ + ଷሺ−݁ଵݔ − ݁ଷሻ= ଵݔ͵] + ଶݔ − ଷ]݁ଵݔ + ଵݔ] + ͹ݔଶ]݁ଶ + ଵݔ−] − =ଷ]݁ଷݔ ሺ͵ݔଵ + ଶݔ − ,ଷݔ ଵݔ + ͹ݔଶ, ଵݔ− −  ଷሻݔ
3. ܽ = ଵଷ ሺʹ,−ʹ,ͳሻ donc  ݑሺܽሻ = ͳ͵ ሺ͵ × ʹ − ʹ − ͳ,ʹ + ͹ × ሺ−ʹሻ,−ʹ − ͳሻ = ͳ͵ ሺ͵,−ͳʹ, −͵ሻ = ሺͳ,−Ͷ, −ͳሻ ͵ܽ − ͵ܿ = ͵ × ͳ͵ ሺʹ, −ʹ,ͳሻ − ͵ × ͳ͵ ሺͳ,ʹ,ʹሻ = ሺʹ,−ʹ,ͳሻ − ሺͳ,ʹ,ʹሻ = ሺͳ,−Ͷ,−ͳሻ 

On a bien ݑሺܽሻ = ͵ܽ − ͵ܿ ܾ = ଵଷ ሺʹ,ͳ, −ʹሻ donc ݑሺܾሻ = ͳ͵ (͵ × ʹ + ͳ − ሺ−ʹሻ,ʹ + ͹, −ʹ − ሺ−ʹሻ൯ = ͳ͵ ሺͻ,ͻ,Ͳሻ = ሺ͵,͵,Ͳሻ ͵ܾ + ͵ܿ = ͵ × ͳ͵ ሺʹ,ͳ, −ʹሻ + ͵ × ͳ͵ ሺͳ,ʹ,ʹሻ = ሺʹ,ͳ,−ʹሻ + ሺͳ,ʹ,ʹሻ = ሺ͵,͵,Ͳሻ 
On a bien ݑሺܾሻ = ͵ܾ + ͵ܿ ܿ = ଵଷ ሺͳ,ʹ,ʹሻ donc ݑሺܿሻ = ͳ͵ ሺ͵ + ʹ − ʹ,ͳ + ͹ × ʹ,−ͳ − ʹሻ = ͳ͵ ሺ͵,ͳͷ,−͵ሻ = ሺͳ,ͷ,−ͳሻ −͵ܽ + ͵ܾ + ͵ܿ = −͵ × ͳ͵ ሺʹ, −ʹ,ͳሻ + ͵ × ͳ͵ ሺʹ,ͳ, −ʹሻ + ͵ × ͳ͵ ሺͳ,ʹ,ʹሻ= −ሺʹ, −ʹ,ͳሻ + ሺʹ,ͳ, −ʹሻ + ሺͳ,ʹ,ʹሻ = ሺͳ,ͷ,−ͳሻ 
On a bien ݑሺܿሻ = −͵ܽ + ͵ܾ + ͵ܿ 

Allez à : Exercice 17 
 
Correction exercice 18.   

1. Soient ݑ = ሺݔ, ,ݕ ′ݑ ሻ etݖ = ሺݔ′, ,′ݕ  deux réels ′ߣ et ߣ ሻ deux vecteurs de ℝଷ et soient′ݖ
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ݑߣ + ′ݑ′ߣ = ሺݔߣ + ,′ݔ′ߣ ݕߣ + ,′ݕ′ߣ ݖߣ + ݑߣሺ݌ ሻ′ݖ′ߣ + ሻ′ݑ′ߣ = (ʹሺݔߣ + ሻ′ݔ′ߣ + ݕߣ + ′ݕ′ߣ + ʹሺݖߣ + ,ሻ′ݖ′ߣ ݕߣ + ,′ݕ′ߣ −ሺݔߣ + ሻ′ݔ′ߣ − ሺݕߣ + −ሻ′ݕ′ߣ ሺݖߣ + =ሻ൯′ݖ′ߣ ሺߣሺʹݔ + ݕ + ሻݖʹ + ′ݔʹሺ′ߣ + ′ݕ + ,ሻ′ݖʹ ݕߣ + ,′ݕ′ߣ ݔ−ሺߣ − ݕ − +ሻݖ ′ݔ−ሺ′ߣ − ′ݕ − =ሻ′ݖ ݔʹሺߣ + ݕ + ,ݖʹ ݔ−,ݕ − ݕ − ሻݖ + ′ݔʹሺ′ߣ + ′ݕ + ,′ݖʹ ,′ݕ ′ݔ− − ′ݕ − =ሻ′ݖ ሻݑሺ݌ߣ +  .est une application linéaire ݌ ሻ′ݑሺ݌′ߣ
ሺ݁ଵሻ݌   .2 = ሺʹ,Ͳ, −ͳሻ = ʹ݁ଵ − ݁ଷ; ሺ݁ଶሻ݌ = ሺͳ,ͳ,−ͳሻ = ݁ଵ + ݁ଶ − ݁ଷ; ሺ݁ଷሻ݌ = ሺʹ,Ͳ,−ͳሻ = ʹ݁ଵ − ݁ଷ ݌ଶሺ݁ଵሻ = ሺ݁ଵሻ൯݌)݌ = ሺʹ݁ଵ݌ − ݁ଷሻ = ሺ݁ଵሻ݌ʹ − ሺ݁ଷሻ݌ = ʹሺʹ݁ଵ − ݁ଷሻ − ሺʹ݁ଵ − ݁ଷሻ = ʹ݁ଵ − ݁ଷ= ଶሺ݁ଶሻ݌ ሺ݁ଵሻ݌ = ሺ݁ଶሻ൯݌)݌ = ሺ݁ଵ݌ + ݁ଶ − ݁ଷሻ = ሺ݁ଵሻ݌ + ሺ݁ଶሻ݌ − =ሺ݁ଷሻ݌ ʹ݁ଵ − ݁ଷ + ݁ଵ + ݁ଶ − ݁ଷ − ሺʹ݁ଵ − ݁ଷሻ = ݁ଵ + ݁ଶ − ݁ଷ = ଶሺ݁ଷሻ݌ ሺ݁ଶሻ݌ = ሺ݁ଷሻ൯݌)݌ = ሺʹ݁ଵ݌ − ݁ଷሻ = ሺ݁ଵሻ݌ʹ − ሺ݁ଷሻ݌ = ʹሺʹ݁ଵ − ݁ଷሻ − ሺʹ݁ଵ − ݁ଷሻ = ʹ݁ଵ − ݁ଷ=  ሺ݁ଷሻ݌

Donc pour tout ݑ א ℝଷ, ݌ଶሺݑሻ = ଶ݌ ሻ et doncݑሺ݌ =  ݌
ሻ݌ሺ݉ܫ   .3 = ,ሺ݁ଵሻ݌)ݐܿ݁ݒ ,ሺ݁ଶሻ݌ ሺ݁ଷሻ൯݌ = ,ሺ݁ଵሻ݌)ݐܿ݁ݒ ,ሺ݁ଵሻ݌) ሺ݁ଶሻ൯݌ ݑ .ሻ݌ሺ݉ܫ ሻ, c’est une base de݌ሺ݉ܫ ሺ݁ଶሻ൯ est une famille de vecteurs non colinéaires, elle est donc libre, de plus elle engendre݌ = ሺݔ, ,ݕ ሻݖ א kerሺ݌ − ሻ݀ܫ ⇔ ሺ݌ − ሻݑሻሺ݀ܫ = Ͳℝయ ⇔ ሻݑሺ݌ − ݑ = Ͳℝయ ⇔ ሻݑሺ݌ = ⇔ݑ ሺʹݔ + ݕ + ,ݖʹ ,ݕ ݔ− − ݕ − ሻݖ = ሺݔ, ,ݕ ሻݖ ⇔ ݔʹ} + ݕ + ݖʹ = ݕݔ = ݔ−ݕ − ݕ − ݖ = ⇔ݖ { ݔ + ݕ + ݖʹ = Ͳݕ = ݔ−ݕ − ݕ − ݖʹ = ݖ  ⇔ ݔ + ݕ + ݖʹ = Ͳ ⇔ ݔ = ݕ− − ݑ ݖʹ = ሺ−ݕ − ,ݖʹ ,ݕ ሻݖ = ሺ−ͳ,ͳ,Ͳሻݕ + ሺ−ʹ,Ͳ,ͳሻݖ = ሺ−݁ଵݕ − ʹ݁ଷሻ + ሺ−ʹ݁ଵݖ + ݁ଷሻ kerሺ݌ − ሻ݀ܫ = ሺ−݁ଵݐܿ݁� − ʹ݁ଷ, −ʹ݁ଵ + ݁ଷሻ ሺ−݁ଵ − ʹ݁ଷ, −ʹ݁ଵ + ݁ଷሻ est une famille de vecteurs non colinéaires, elle est donc libre, de plus elle 

engendre ݉ܫሺ݌ሻ, c’est une base de kerሺ݌ −  ሻ݀ܫ
Les composantes de (݌ሺ݁ଵሻ, ݔ ሺ݁ଶሻ൯ vérifient݌ + ݕ + ݖʹ = Ͳ donc ݉ܫሺ݌ሻ ⊂ kerሺ݌ −  ሻ et comme ces݀ܫ

deux sous-espaces vectoriels sont de dimension ʹ ils sont égaux. 
4. D’après le théorème du rang dimሺkerሺ݌ሻሻ + dim(݉ܫሺ݌ሻ൯ = dimሺℝଷ ሻ = ͵ 

Si ݑ א kerሺ݌ሻ ∩ ሻ݌ሺ݉ܫ = kerሺ݌ሻ ∩ kerሺ݌ − ሻݑሺ݌ ሻ alors݀ܫ = Ͳℝయ et ݌ሺݑሻ = ݑ donc ݑ = Ͳℝయ, ce qui 
montre que kerሺ݌ሻ ∩ ሻ݌ሺ݉ܫ = {Ͳℝయ} et par conséquent kerሺ݌ሻ ⊕ ሻ݌ሺ݉ܫ = ℝଷ 
 

 
Allez à : Exercice 18 
 
Correction exercice 19.  

1. Soit ݔଵ א ଵ, ሺ݂ܧ − �݀ሻሺݔଵሻ = Ͳா ⇔ ݂ሺݔଵሻ − ଵݔ = Ͳா ⇔ ݂ሺݔଵሻ =  ଵݔ
Soit ݔଶ א ଶ, ሺ݂ܧ + �݀ሻሺݔଶሻ = Ͳா ⇔ ݂ሺݔଶሻ + ଶݔ = Ͳா ⇔ ݂ሺݔଶሻ =  ଶݔ−

2. On pose ݔଵ = ௙ሺ�ሻ+�ଶ  et ݔଶ = − ௙ሺ�ሻ−�ଶ  
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݂ሺݔଵሻ = ݂ ቆ݂ሺݔሻ + ʹݔ ቇ = ͳʹ (݂ଶሺݔሻ + ݂ሺݔሻ൯ = ͳʹ ݔ) + ݂ሺݔሻ൯ =  ଵݔ
Donc, d’après la première question, ݔଵ א  .ଵܧ
De même ݂ሺݔଶሻ = ݂ ቆ−݂ሺݔሻ − ʹݔ ቇ = − ͳʹ (݂ଶሺݔሻ − ݂ሺݔሻ൯ = − ͳʹ ݔ) − ݂ሺݔሻ൯ =  ଶݔ−
Donc, d’après la première question, ݔଶ א  .ଶܧ
Comme ݔ = ଵݔ + ଵܧ ଶ, on aݔ + ଶܧ =  ܧ
Il reste à montrer que ܧଵ ∩ ଶܧ = {Ͳா} 
Si ݔ א ଵܧ ∩ ݂ ଶ alorsܧ ሺݔሻ = ݂ et ݔ ሺݔሻ = ݔ donc ݔ− =  .est le vecteur nul ݔ ce qui montre que ݔ−
On a ܧଵ⊕ܧଶ =  .ܧ

3. ݂ሺݒ�ሻ = pour ͳ �ݒ ൑ � ൑ ݂ et ݎ ሺݒ�ሻ = ݎ pour �ݒ− + ͳ ൑ � ൑ ݊ 
Remarque : 

La matrice de ݂ dans cette base est : 

(  
 ͳ Ͳ ڮ    ͲͲ ⋱ Ͳ ڮ  Ͳ Ͳ ͳ ⋱ ڭڭ  ڭ ⋱ −ͳ      ⋱ ⋱ ͲͲ Ͳ ڮ  Ͳ −ͳ) 

   

Allez à : Exercice 19 
 
Correction exercice 20.   

1. D’après le théorème du rang dimሺkerሺݑሻሻ + dim(݉ܫሺݑሻ൯ = dimሺℝଶሻ ⇔ dimሺImሺݑሻሻ = ʹ − ͳ = ͳ 

Par conséquent ݑሺ݁ଵሻ et ݑሺ݁ଶሻ sont proportionnels et alors ݑሺ݁ଶሻ = ሺ݁ଵሻݑܽ = ܽ݁ଵ + ܽ݁ଶ 
ሻݔሺݑ    .2 = ଵ݁ଵݔሺݑ + ଶ݁ଶሻݔ = ሺ݁ଵሻݑଵݔ + ሺ݁ଶሻݑଶݔ = ଵሺ݁ଵݔ + ݁ଶሻ + ܽሺݔଵ݁ଵ + =ଶ݁ଶሻݔ ሺݔଵ + ଶሻ݁ଵݔܽ + ሺݔଶ + ଶሻ݁ଶݔܽ = ሺݔଵ + ,ଶݔܽ ଶݔ +  ଶሻݔܽ
ሺ݁ଶሻݑ   .3 = ሺ݁ଵሻݑܽ ⇔ ሺ݁ଶሻݑ − ሺ݁ଵሻݑܽ = Ͳℝమ ⇔ ሺ݁ଶݑ − ܽ݁ଵሻ = Ͳℝమ ݁ଶ − ܽ݁ଵ est un vecteur non nul de kerሺݑሻ et kerሺݑሻ est une droite, donc il s’agit d’une base de kerሺݑሻ. 

Allez à : Exercice 20 
  
Correction exercice 21.  

1.  ݂ሺ݁ଵሻ = ͳ ݂ሺ݁ଶሻ = ͳ ݂ሺ݁ଷሻ = ͳ ݂ሺ݁ସሻ = ͳ 
Donc  ݉ܫሺ݂ሻ = {ͳ}   ݁ݐ  dim(�݉ሺ݂ሻ൯ = ͳ 

2. D’après le théorème du rang dimሺkerሺ݂ሻሻ + dim(݉ܫሺ݂ሻ൯ = dimሺℝସሻ ⇔ dimሺkerሺ݂ሻሻ = ݔ ͵ = ሺݔଵ, ,ଶݔ ,ଷݔ ସሻݔ א kerሺ݂ሻ ⇔ ݔ = ሺ−ݔଶ − ଷݔ − ,ସݔ ,ଶݔ ,ଷݔ =ସሻݔ ଶሺ−ͳ,ͳ,Ͳ,Ͳሻݔ + ଷሺ−ͳ,Ͳ,ͳ,Ͳሻݔ +  ସሺ−ͳ,Ͳ,Ͳ,ͳሻݔ
On pose ܽ = ሺ−ͳ,ͳ,Ͳ,Ͳሻ, ܾ = ሺ−ͳ,Ͳ,ͳ,Ͳሻ et ܿ = ሺ−ͳ,Ͳ,Ͳ,ͳሻ 
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ሺܽ, ܾ, ܿሻ est une famille génératrice de kerሺ݂ሻ avec trois vecteurs et dimሺkerሺ݂ሻሻ = ͵ donc ሺܽ, ܾ, ܿሻ est 
une base de kerሺ݂ሻ. 

Allez à : Exercice 21 
 
Correction exercice 22.  

1. Soit ݔ, ′ݔ א ℝ�, ݔ = ሺݔଵ, ,ଶݔ … , ′ݔ ሻ et�ݔ = ሺݔଵ′ , ′ଶݔ , … , ′�ݔ ሻ et ߣ, ′ߣ א ℝ ݑሺݔߣ + ሻ′ݔ′ߣ = ሺݔߣଵ + ଵ′ሻݔ′ߣ + ሺݔߣଶ + ′ଶݔ′ߣ ሻ + +ڮ ሺݔߣ� + ′�ݔ′ߣ ሻ= ଵݔሺߣ + ଶݔ ڮ+ ሻ�ݔ+. + ′ଵݔሺ′ߣ + ′ଶݔ +ڮ+ ′�ݔ ሻ = ሻݔሺݑߣ +  ሻ′ݔሺݑ′ߣ
Donc ݑ est linéaire 

ሺ݁ଵሻݑ .2 = ሺ݁ଶሻݑ = ڮ = ሺ݁�ሻݑ = ͳ donc dim(ℐ݉ሺݑሻ൯ = ͳ 

D’après le théorème du rang dimሺkerሺݑሻሻ + dim(ℐ݉ሺݑሻ൯ = dimሺℝ�ሻ ⇔ dimሺkerሺݑሻሻ = ݊ − ͳ 

Allez à : Exercice 22 
 
Correction exercice 23.  

Supposons (a)  
Si ݕ א ݔ ሻ alors il existeݑሺ݉ܫ א ݕ ܧ = ሻݕሺݑ ሻ alorsݔሺݑ = ሻݔଶሺݑ = Ͳா alors ݕ א  ሻݑሺݎ݁ܭ
Donc ݉ܫሺݑሻ ⊂ kerሺݑሻ 
D’après le théorème du rang dimሺkerሺݑሻሻ + dim(݉ܫሺݑሻ൯ = dimሺܧሻ ⇔ dimሺkerሺݑሻሻ + ݊ʹ = ݊ ⇔ dimሺkerሺݑሻሻ = ݊ʹ

ሻݑሺ݉ܫ  ⊂ kerሺݑሻ et ces deux espaces ont la même dimension, donc ils sont égaux. 
Supposons (b) 
 D’après le théorème du rang dimሺkerሺݑሻሻ + dim(݉ܫሺݑሻ൯ = ܧ݉�݀ ⇔ ʹdim(݉ܫሺݑሻ൯ = ݊ ⇔ ʹrgሺuሻ = n 

Pour tout ݔ א ሻݔሺݑ ,ܧ א ሻݔሺݑ ሻ doncݑሺ݉ܫ א kerሺݑሻ donc ݑ)ݑሺݔሻ൯ = Ͳா donc ݑଶ = ܱா. 

Allez à : Exercice 23 
 
Correction exercice 24.  

Si ݑ est injective alors si ݔ א kerሺݑሻ ⇔ ሻݔሺݑ = Ͳி ⇔ ሻݔሺݑ = ሺͲாሻݑ ⇒ ݔ = Ͳா car ݑ est injective, ce 
qui montre que kerሺݑሻ = {Ͳா}. 
Si kerሺݑሻ = {Ͳா} alors ݑሺݔሻ = ሻݕሺݑ ⇔ ሻݔሺݑ − ሻݕሺݑ = Ͳி ⇔ ݔሺݑ − ሻݕ = Ͳி ⇒ ݔ − ݕ = Ͳா  
car kerሺݑሻ = {Ͳா}, et donc ݔ =  .est injective ݑ ce qui montre que ݕ

Allez à : Exercice 24 
 
Correction exercice 25.  

1. ሺݑ − ሻݔாሻሺ݀�ߣ = Ͳா ⇔ ሻݔሺݑ − ݔߣ = Ͳா ⇔ ሻݔሺݑ = ሺͲாሻݑ ݔߣ = Ͳா = ߣ × Ͳா ⇒ Ͳா א   �ܧ
Soient ݔଵ et ݔଶ deux vecteurs de ܧ�, on a uሺݔଵሻ = ଶሻݔሺݑ ଶ etݔߣ =  ଶݔߣ
Soient ߙଵ et ߙଶ deux réels. ݑሺߙଵݔଵ + ଶሻݔଶߙ = ଵሻݔሺݑଵߙ + ଶሻݔሺݑଶߙ = ଵݔߣଵߙ + ଶݔߣଶߙ = ଵݔଵߙሺߣ +  ଶሻݔଶߙ
Donc ߙଵݔଵ + ଶݔଶߙ א  .ܧ est un sous-espace vectoriel de �ܧ �ܧ

donc Ͳா ܧ est un sous-espace vectoriel de ܨ .2 א ሺͲாሻݑ par conséquent ܨ = Ͳா א  ሻܨሺݑ
Pour tout ݔଵ et ݔଶ dans ܨ. Pour tout ߙଵ et ߙଶ réels. On a ߙଵݔଵ + ଶݔଶߙ א  ܨ
Soient ݕଵ et ݕଶ dans ݑሺܨሻ, il existe ݔଵ et ݔଶ dans ܨ tels que ݕଵ = ଶݕ ଵሻ etݔሺݑ =  ଶሻݔሺݑ
Alors ߙଵݕଵ + ଶݕଶߙ = ଵሻݔሺݑଵߙ + ଶሻݔሺݑଶߙ = ଵݔଵߙሺݑ +  ଶሻݔଶߙ
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Car ݑ est linéaire, donc ߙଵݕଵ + ଶݕଶߙ = ଵݔଵߙሺݑ + ଶሻݔଶߙ א  ሻܨሺݑ
Car ߙଵݔଵ + ଶݔଶߙ א  .ܨ
Par conséquent ݑሺܨሻ est un sous-espace vectoriel de ܧ. 

3. Si ݔ א ݔ alors �ܧ = ଵ�ݑሺݔሻ = ݑ ቀଵ� ቁݔ א �ܧ ሻ donc�ܧሺݑ ⊂  ሻ�ܧሺݑ
Si ݕ א ݔ ሻ il existe�ܧሺݑ א ݕ tel que �ܧ = ݕ ሻ doncݔሺݑ = ݔߣ א ሻ�ܧሺݑ ce qui montre que ,�ܧ ⊂  �ܧ
Finalement ݑሺܧ�ሻ =  �ܧ

Allez à : Exercice 25 
 
Correction exercice 26.   

1. Supposons que ݑ soit surjective, alors ݉ܫሺݑሻ = ሻ൯ݑሺ݉ܫ)par conséquent dim ܨ =  et d’après le ݌
théorème du rang dimሺkerሺݑሻሻ + dim(݉ܫሺݑሻ൯ = dimሺܧሻ ⇔ dimሺ�݁ݎሺݑሻሻ + ݌ = ݊ ⇔ dimሺkerሺݑሻሻ = ݊ − ݌ < Ͳ 

Ce qui n’est pas possible, donc ݑ n’est pas surjective. 
2. Supposons que ݑ soit injective, alors kerሺݑሻ = {Ͳா} par conséquent dimሺ�݁ݎሺݑሻሻ = Ͳ et d’après le 

théorème du rang, comme ݉ܫሺݑሻ ⊂ ሻ൯ݑሺ݉ܫ)entraine que dim ܨ < ሻሻݑdimሺkerሺ ݌ + dim(݉ܫሺݑሻ൯ = dimሺܧሻ ⇔ dim(݉ܫሺݑሻ൯ = ݊ ⇔ ݊ = dim(݉ܫሺݑሻ൯ <  ݌

Ce qui n’est pas possible, donc ݑ n’est pas injective. 
Allez à : Exercice 26 
  
Correction exercice 27.  

Soit ݕ א kerሺ݂ሻ ∩ imሺ݂ሻ, il existe ݔ א ݕ tel que ܧ = ݂ሺݔሻ, et ݂ ሺݕሻ = Ͳா 
Donc ݂ ଶሺݔሻ = ݂(݂ሺݔሻ൯ = ݂ሺݕሻ = Ͳா donc ݔ א kerሺ݂ଶሻ, comme ݕ = ݂ሺݔሻ, ݕ א ݂ሺkerሺ݂ଶሻሻ 
On a montré que  kerሺ݂ሻ ∩ imሺ݂ሻ ⊂ ݂ሺkerሺ݂ଶሻሻ 
Soit ݕ א ݂ሺkerሺ݂ଶሻሻ, il existe ݔ א ker ሺ݂ଶሻ tel que ݕ = ݂ሺݔሻ, ce qui montre que ݕ א ሻݕሺ݂ሻ et comme  ݂ሺ݉ܫ = ݂(݂ሺݔሻ൯ = ݂ଶሺݔሻ = Ͳா on a ݕ א kerሺ݂ሻ 
On a montré que  ݂ሺkerሺ݂ଶሻሻ ⊂ kerሺ݂ሻ ∩ imሺ݂ሻ 
Et donc kerሺ݂ሻ ∩ imሺ݂ሻ = ݂ሺkerሺ݂ଶሻሻ 

Allez à : Exercice 27 
 
Correction exercice 28.   

Soit ݕ א ݂ሺkerሺ݃ ∘ ݂ሻሻ, il existe ݔ א kerሺ݃ ∘ ݂ሻ tel que ݕ = ݂ሺݔሻ 
Donc ݕ א   ,ሺ݃ሻ݉ܫ
D’autre part ݔ א kerሺ݃ ∘ ݂ሻ donc ሺ݃ ∘ ݂ሻሺݔሻ = ݃(݂ሺݔሻ൯ = Ͳℝ�, par conséquent ݃ሺݕሻ = ݃(݂ሺݔሻ൯ = Ͳℝ�, 

ce qui montre que ݕ א kerሺ݃ሻ. 
On a donc ݕ א kerሺ݃ሻ ∩ ሺ݂ሻ, on a montré que  ݂ሺkerሺ݃݉ܫ ∘ ݂ሻሻ ⊂ kerሺ݃ሻ ∩  ሺ݂ሻ݉ܫ
Soit ݕ א kerሺ݃ሻ ∩ ݕ ሺ݂ሻ݉ܫ א ݔ ሺ݂ሻ donc il existe݉ܫ א ℝ� tel que ݕ = ݂ሺݔሻ ݕ א kerሺ݃ሻ donc ݃ ሺݕሻ = Ͳℝ� 

On en déduit que Ͳℝ� = ݃ሺݕሻ = ݃(݂ሺݔሻ൯, ce qui montre que ݔ א kerሺ݃ ∘ ݂ሻ et comme ݕ = ݂ሺݔሻ cela 

montre que ݕ א ݂ሺkerሺ݃ ∘ ݂ሻሻ. 
Allez à : Exercice 28 
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Correction exercice 29.  

1. Soit ݔ א kerሺݑሻ, ݑሺݔሻ = Ͳா, donc ݑଶሺݔሻ = ሻ൯ݔሺݑ)ݑ = ሺͲாሻݑ = Ͳா donc ݔ א kerሺݑଶሻ, ce qui montre 

que  kerሺݑሻ ⊂ kerሺݑଶሻ 
2. Soit ݕ א �݉ሺݑଶሻ, il existe ݔ א ݕ tel que ܧ = ሻݔଶሺݑ = ′ݔ ሻ൯, autrement dit il existeݔሺݑ)ݑ = ݕ ሻ tel queݔሺݑ = ݕ ሻ, ce qui montre que′ݔሺݑ א �݉ሺݑሻ. 

Allez à : Exercice 29 
 
Correction exercice 30.  

Supposons que kerሺݑሻ ∩ �݉ሺݑሻ = {Ͳா} et montrons que kerሺݑሻ = kerሺݑ ∘  ሻݑ
Si ݔ א kerሺݑሻ alors ݑሺݔሻ = Ͳா alors ݑ)ݑሺݔሻ൯ = ሺͲாሻݑ = Ͳா alors ݔ א kerሺݑ ∘  ሻݑ
Cela montre que kerሺݑሻ ⊂ kerሺݑ ∘  ሻݑ
Si ݔ א kerሺݑ ∘ ሻ൯ݔሺݑ)ݑ ሻ alorsݑ = Ͳா, on pose ݕ = ሻݔሺݑ א ሻݕሺݑ ሻ et commeݑሺ݉ܫ = Ͳா, ݕ א kerሺݑሻ ∩�݉ሺݑሻ, d’après (i) ݕ = Ͳா et donc ݑሺݔሻ = Ͳா ce qui signifie que ݔ א kerሺݑሻ 
Cela montre que kerሺݑ ∘ ሻݑ ⊂ kerሺݑሻ et finalement kerሺݑሻ = kerሺݑ ∘  ሻݑ
Supposons que kerሺݑሻ = kerሺݑ ∘ ሻݑሻ et montrons que kerሺݑ ∩ ሻݑሺ݉ܫ = {Ͳா} 
Soit ݕ א kerሺݑሻ ∩ ݔ ሻ, il existeݑሺ݉ܫ א ݕ tel que ܧ = ሻݕሺݑ ሻ  etݔሺݑ = Ͳா, cela entraine que ݑ)ݑሺݔሻ൯ =Ͳா, autrement dit ݔ א kerሺݑ ∘ ݔ ሻ, d’après (ii)ݑ א kerሺݑሻ donc ݕ = ሻݔሺݑ = Ͳா, cela montre bien que  kerሺݑሻ ∩ �݉ሺݑሻ = {Ͳா} 

Allez à : Exercice 30 
 
Correction exercice 31.  

1.  
a)  ݑሺݔሻ = ଵ݁ଵݔሺݑ + ଶ݁ଶݔ + ଷ݁ଷሻݔ = ሺ݁ଵሻݑଵݔ + ሺ݁ଶሻݑଶݔ + =ሺ݁ଷሻݑଷݔ ଵሺݔ ଵ݂ + ʹ ଶ݂ሻ + ʹଶሺݔ ଵ݂ − ଶ݂ሻ + −ଷሺݔ ଵ݂ + ଶ݂ሻ= ሺݔଵ + ଶݔʹ − ଷሻݔ ଵ݂ + ሺʹݔଵ − ଶݔ + ଷሻݔ ଶ݂ = ሺݔଵ + ଶݔʹ − ,ଷݔ ଵݔʹ − ଶݔ +  ଷሻݔ
b)  ܣ = ሻݑ௘ሺݐܽܯ = ሺ݁ଵሻݑ ሺ݁ଶሻݑ ʹ   ሺ݁ଷሻቀͳݑ        −ͳʹ   −ͳ           ͳቁ

 ݂ଵ݂ଶ 
c)  ݔ = ሺݔଵ, ,ଶݔ ଷሻݔ א ሻݑሺݎ݁ܭ ⇔ ሻݔሺݑ = Ͳℝమ ⇔ ܺܣ = ቀͲͲቁ ⇔ ቀͳ ʹ −ͳʹ −ͳ ͳ ቁ(ݔଵݔଶݔଷ) = ቀͲͲቁ ⇔ ଵݔ) + ଶݔʹ − ଵݔʹଷݔ − ଶݔ + (ଷݔ = ቀͲͲቁ⇔ ଶܮଵܮ ଵݔ} + ଶݔʹ − ଷݔ = Ͳʹݔଵ − ଶݔ + ଷݔ = Ͳ ⇔ ଶܮଵܮ − ଵܮʹ ଵݔ} + ଶݔʹ − ଷݔ = Ͳ−ͷݔଶ + ଷݔ͵ = Ͳ

⇔ ଵݔ} + ʹ × ͷ͵ ଷݔ − ଷݔ = Ͳݔଶ = ͷ͵ ଷݔ ⇔ ଵݔ} = −ͳͷ ଶݔଷݔ = ͷ͵ ଷݔ  

Donc ݔ = ቀ− ଵହ ,ଷݔ ଷହ ,ଷݔ ଷቁݔ = �యହ ሺ−ͳ,͵,ͷሻ, on en déduit que kerሺݑሻ = ܽ ሺܽሻ avecݐܿ݁� =ሺ−ͳ,͵,ͷሻ. 
On en déduit que dimሺkerሺݑሻሻ = ͳ et d’après le théorème du rang : dimሺkerሺݑሻሻ + dim(݉ܫሺݑሻ൯ = dimሺℝଷሻ ⇔ dim(݉ܫሺݑሻ൯ = ʹ 

Or ݉ܫሺݑሻ est un sous-espace vectoriel de ℝଶ donc ݉ܫሺݑሻ = ℝଶ. 
Une autre méthode est d’écrire que : ݉ܫሺݑሻ = ,ሺ݁ଵሻݑ)ݐܿ݁� ,ሺ݁ଶሻݑ  ሺ݁ଷሻ൯ݑ
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Puis, avec le théorème du rang, de dire que la dimension de cet espace est ʹ, il suffit donc de 

trouver deux vecteurs non colinéaires dans ݉ܫሺݑሻ, soit par exemple (ݑሺ݁ଵሻ, ,ሺ݁ଵሻݑ) ሺ݁ଶሻ൯ ouݑ ,ሺ݁ଶሻݑ) ሺ݁ଷሻ൯ ou encoreݑ  ሺ݁ଷሻ൯, pour trouver une base (libre plus le bon nombre deݑ

vecteurs égal base). Mais je pense que si on ne remarque pas que ݉ܫሺݑሻ = ℝଶ on a raté quelque 
chose parce que cela signifie que ݑ est surjective. 

2.  
a) Soit ݔ = ଵ݁ଵݔ + ଶ݁ଶݔ + ଷ݁ଷݔ = ሺݔଵ, ,ଶݔ ሻݔሺݑ ଷሻݔ = ଵ݁ଵݔሺݑ + ଶ݁ଶݔ + ଷ݁ଷሻݔ = ሺ݁ଵሻݑଵݔ + ሺ݁ଶሻݑଶݔ + =ሺ݁ଷሻݑଷݔ ଵሺ͵݁ଵݔ + ʹ݁ଶ + ʹ݁ଷሻ + ଶሺʹ݁ଵݔ + ͵݁ଶ + ʹ݁ଷሻ + ଷሺʹ݁ଵݔ + ʹ݁ଶ + ͵݁ଷሻ= ሺ͵ݔଵ + ଶݔʹ + ଷሻ݁ଵݔʹ + ሺʹݔଵ + ଶݔ͵ + ଷሻ݁ଶݔʹ + ሺʹݔଵ + ଶݔʹ + =ଷሻ݁ଷݔ͵ ሺ͵ݔଵ + ଶݔʹ + ,ଷݔʹ ଵݔʹ + ଶݔ͵ + ,ଷݔʹ ଵݔʹ + ଶݔʹ +  ଷሻݔ͵
b) Histoire de changer de méthode je ne vais pas faire comme dans le 1. 

Les coordonnées de ݑሺݔሻ dans la base ݁ sont  (͵ݔଵ + ଶݔʹ + ଵݔʹଷݔʹ + ଶݔ͵ + ଵݔʹଷݔʹ + ଶݔʹ + (ଷݔ͵ = (͵ ʹ ʹʹ ͵ ʹʹ ʹ (ଷݔଶݔଵݔ)(͵ =  ܺܣ

Où  ܣ = ሻݑ௘ሺݐܽܯ = (͵ ʹ ʹʹ ͵ ʹʹ ʹ ͵)  
c)  ݔ = ሺݔଵ, ,ଶݔ ଷሻݔ א kerሺݑሻ ⇔ ሻݔሺݑ = Ͳℝయ ⇔ ܺܣ = (ͲͲͲ) ⇔ ଵݔ͵) + ଶݔʹ + ଵݔʹଷݔʹ + ଶݔ͵ + ଵݔʹଷݔʹ + ଶݔʹ + (ଷݔ͵ = (ͲͲͲ)⇔ ଷܮଶܮଵܮ ଵݔ͵} + ଶݔʹ + ଷݔʹ = Ͳʹݔଵ + ଶݔ͵ + ଷݔʹ = Ͳʹݔଵ + ଶݔʹ + ଷݔ͵ = Ͳ ⇔ ଶܮ͵ଵܮ − ଷܮଵܮʹ − ଶܮ ଵݔ͵} + ଶݔʹ + ଷݔʹ = Ͳͷݔଶ + ଷݔʹ = Ͳ−ݔଶ + ଷݔ = Ͳ⇔ ଷܮଶͷܮଵܮ + ଶܮ ଵݔ͵} + ଶݔʹ + ଷݔʹ = Ͳͷݔଶ + ଷݔʹ = Ͳ͹ݔଷ = Ͳ ⇔ ଵݔ} = Ͳݔଶ = Ͳݔଷ = Ͳ 

Donc kerሺݑሻ = {Ͳℝయ} 
On peut utiliser le théorème du rang, mais je vais faire plus théorique (pour rire), ݑ est un 
endomorphisme dont le noyau est réduit au vecteur nul est une injection, c’est donc une bijection, 
donc ݑ est surjective et ݉ܫሺݑሻ = ℝଷ. 

Allez à : Exercice 31 
 
Correction exercice 32.  

1.  
a) Les coordonnées du vecteur ݑሺݔሻ dans la base ݂ sont : ܺܣ = ( ͳ Ͳ−ͳ ʹͳ ͳ) ቀݔଵݔଶቁ = ( ଵݔ−ଵݔ + ଵݔଶݔʹ + ଶݔ ) 

Donc ݑሺݔሻ = ሺݔଵ, ଵݔ− + ,ଶݔʹ ଵݔ +  ଶሻݔ
b) ݑሺ݁ଵሻ = ଵ݂ − ଶ݂ + ଷ݂ et ݑሺ݁ଶሻ = ʹ ଶ݂ + ଷ݂ 
c)  ݔ א kerሺݑሻ ⇔ ሻݔሺݑ = Ͳℝయ ⇔ ܺܣ = (ͲͲͲ) ⇔ ( ଵݔ−ଵݔ + ଵݔଶݔʹ + ଶݔ ) = (ͲͲͲ) ⇔ { ଵݔ = Ͳ−ݔଵ + ଶݔʹ = Ͳݔଵ + ଶݔ = Ͳ  

⇔ ଵݔ} = Ͳݔଶ = Ͳ 

Donc kerሺݑሻ = {Ͳℝమ} 
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ሻݑሺ݉ܫ = ,ሺ݁ଵሻݑ)ݐܿ݁�  ሻ, cetteݑሺ݉ܫ ሺ݁ଶሻ sont deux vecteurs non proportionnels donc il forme une famille libre deݑ ሺ݁ଵሻ etݑ ሺ݁ଶሻ൯ݑ
famille étant génératrice, c’est une base de ݉ܫሺݑሻ. 

Remarque :  
Ici le théorème du rang ne sert pas à grand-chose.  
Dans ce cas ݉ܫሺݑሻ est un plan de ℝଷ. 

2.  
a) Les coordonnées du vecteur ݑሺݔሻ dans la base ݁ sont : 

ܺܣ = ൮ ͳ Ͳ ʹ −ͳ−ͳ ʹ Ͳ −ͳͳ −ͳ ͳ Ͳʹ ͵ ͹ −ͷ)൮
(ସݔଷݔଶݔଵݔ = ൮

ଵݔ + ଷݔʹ − ଵݔ−ସݔ + ଶݔʹ − ଵݔସݔ − ଶݔ + ଵݔʹଷݔ + ଶݔ͵ + ͹ݔଷ − ͷݔସ) 

ሻݔሺݑ = ሺݔଵ + ଷݔʹ − ,ସݔ ଵݔ− + ଶݔʹ − ,ସݔ ଵݔ − ଶݔ + ,ଷݔ ଵݔʹ + ଶݔ͵ + ͹ݔଷ − ͷݔସሻ 
b)   ݑሺ݁ଵሻ = ݁ଵ − ݁ଶ + ݁ଷ + ʹ݁ସ, ሺ݁ଶሻݑ = ʹ݁ଶ − ݁ଷ + ͵݁ସ, ሺ݁ଷሻݑ = ʹ݁ଵ + ݁ଷ + ͹݁ସ et ݑሺ݁ସሻ = −݁ଵ − ݁ଶ − ͷ݁ସ. 
c)  

ݔ א kerሺݑሻ ⇔ ሻݔሺݑ = Ͳ�ర ⇔ ܺܣ = ൮ͲͲͲͲ) ⇔ ൮ ଵݔ + ଷݔʹ − ଵݔ−ସݔ + ଶݔʹ − ଵݔସݔ − ଶݔ + ଵݔʹଷݔ + ଶݔ͵ + ͹ݔଷ − ͷݔସ) = ൮ͲͲͲͲ)
⇔ ସܮଷܮଶܮଵܮ {

ଵݔ                 + ଷݔʹ − ସݔ = Ͳ−ݔଵ + ଶݔʹ               − ସݔ = Ͳݔଵ − ଶݔ         + ଷݔ            = Ͳʹݔଵ + ଶݔ͵ + ͹ݔଷ − ͷݔସ = Ͳ ⇔
ଶܮଵܮ + ଷܮଵܮ + ସܮଶܮ − ଵܮʹ {

ଵݔ            + ଷݔʹ − ସݔ = Ͳ         ʹݔଶ + ଷݔʹ − ସݔʹ = Ͳ            ݔଶ + ଷݔ    − ସݔ = Ͳ         ͵ݔଶ + ଷݔ͵ − ସݔ͵ = Ͳ⇔ ଵݔ}            + ଷݔʹ − ସݔ = Ͳ           ݔଶ + ଷݔ    − ସݔ = Ͳ ⇔ ଵݔ} = ଷݔʹ− + ଶݔସݔ = ଷݔ− + ସݔ  

Un vecteur de kerሺݑሻ s’écrit ݔ = ሺ−ʹݔଷ + ,ସݔ ଷݔ− + ,ସݔ ,ଷݔ ସሻݔ = ,ʹ−ଷሺݔ −ͳ,ͳ,Ͳሻ ܽ ସሺͳ,ͳ,Ͳ,ͳሻ si on poseݔ + = ሺ−ʹ,−ͳ,ͳ,Ͳሻ et ܾ = ሺͳ,ͳ,Ͳ,ͳሻ alors  kerሺݑሻ = ,ሺܽݐܿ݁� ܾሻ ܽ et ܾ  ne sont pas propotionnels, ils forment une famille libre de kerሺݑሻ, c’est une famille 
génératrice de kerሺݑሻet donc une base de kerሺݑሻ 
D’après le théorème du rang dimሺkerሺݑሻሻ + dim(݉ܫሺݑሻ൯ = dimሺℝସሻ ⇔ ʹ + dim(݉ܫሺݑሻ൯ = Ͷ ⇔ dim ሺ݉ܫሺݑሻ = ʹ 

D’autre part : ݑሺ݁ଵሻ = ݁ଵ − ݁ଶ + ݁ଷ + ʹ݁ସ, ݑሺ݁ଶሻ = ʹ݁ଶ − ݁ଷ + ͵݁ସ sont deux vecteurs non proportionnels de ݉ܫሺݑሻ, (ݑሺ݁ଵሻ,  ሺ݁ଶሻ൯ est une famille libre à deux vecteurs dans un espace vectoriel deݑ

dimension ʹ , c’est une base de ݉ܫሺݑሻ. 
Remarque : ݉ܫሺݑሻ = ,ሺ݁ଵሻݑ)ݐܿ݁� ,ሺ݁ଶሻݑ ,ሺ݁ଷሻݑ  .ሺ݁ସሻ൯ ne sert à rien dans cette questionݑ

Allez à : Exercice 32 
 
Correction exercice 33.  

1.  
a)  ݁ଵ = ሺͳ,Ͳ,Ͳሻ ⇒ ሺ݁ଵሻݑ = ሺͳ,ʹ,͵ሻ = ݁ଵ + ʹ݁ଶ + ͵݁ଷ ݁ଶ = ሺͲ,ͳ,Ͳሻ ⇒ ሺ݁ଶሻݑ = ሺͳ,Ͳ,ͳሻ = ݁ଵ + ݁ଷ ݁ଷ = ሺͲ,Ͳ,ͳሻ ⇒ ሺ݁ଷሻݑ = ሺͲ, −ͳ,−ͳሻ = −݁ଶ − ݁ଷ 
b)  
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ܣ = ሻݑ௘ሺݐܽܯ = ሺ݁ଵሻݑ ሺ݁ଶሻݑ ሺ݁ଷሻ(ͳ         ͳݑ           Ͳʹ         Ͳ          −ͳ͵        ͳ          −ͳ) ݁ଵ݁ଶ݁ଷ 
c)  ݔ א kerሺݑሻ ⇔ ሻݔሺݑ = Ͳℝయ ⇔ ሺݔଵ + ,ଶݔ ଵݔʹ − ,ଷݔ ଵݔ͵ + ଶݔ − ଷሻݔ = ሺͲ,Ͳ,Ͳሻ⇔ ଷܮଶܮଵܮ { ଵݔ + ଶݔ = Ͳʹݔଵ − ଷݔ = Ͳ͵ݔଵ + ଶݔ − ଷݔ = Ͳ ⇔ ଶܮଵܮ − ଷܮଵܮʹ − ଵܮ͵ { ଵݔ + ଶݔ = Ͳ−ʹݔଶ − ଷݔ = Ͳ−ʹݔଶ − ଷݔ = Ͳ ⇔ { ଵݔ = ଷݔଶݔ− = ݔ ଶݔʹ− = ሺ−ݔଶ, ,ଶݔ ଶሻݔʹ− = ܽ ଶሺ−ͳ,ͳ,−ʹሻݔ = ሺ−ͳ,ͳ,−ʹሻ, kerሺݑሻ =  .ሺܽሻݐܿ݁�

D’après le théorème du rang dimሺkerሺݑሻሻ + dim(݉ܫሺݑሻ൯ = dimሺℝଷሻ ⇔ dim(݉ܫሺݑሻ൯ = ͵ − ͳ = ʹ 

Il suffit de trouver deux vecteurs non colinéaires (qui forment donc une famille libre) dans ݉ܫሺݑሻ, par exemple : ݑሺ݁ଵሻ et ݑሺ݁ଶሻ (on aurait pu prendre ݑሺ݁ଵሻ et ݑሺ݁ଷሻ ou ݑሺ݁ଶሻ et ݑሺ݁ଷሻ). ݉ܫሺݑሻ = ,ሺ݁ଵሻݑ)ݐܿ݁�  ሺ݁ଶሻ൯ݑ
Il est totalement inutile de chercher une relation entre ݑሺ݁ଵሻ, ݑሺ݁ଶሻ et ݑሺ݁ଷሻ car le théorème du 
rang donne la dimension de l’image de ݑ. 

2.  
a)  ݁ଵ = ሺͳ,Ͳ,Ͳሻ ⇒ ሺ݁ଵሻݑ = ሺͳ,ͳ,ͳሻ = ݁ଵ + ݁ଶ + ݁ଷ ݁ଶ = ሺͲ,ͳ,Ͳሻ ⇒ ሺ݁ଶሻݑ = ሺͳ,ͳ,ͳሻ = ݁ଵ + ݁ଶ + ݁ଷ ݁ଷ = ሺͲ,Ͳ,ͳሻ ⇒ ሺ݁ଷሻݑ = ሺͲ,Ͳ,Ͳሻ = Ͳℝయ 
b)  

ሻݑ௘ሺݐܽܯ = ሺ݁ଵሻݑ ሺ݁ଶሻݑ ሺ݁ଷሻ(ͳ       ͳݑ        Ͳͳ       ͳ        Ͳͳ       ͳ        Ͳ)
 ݁ଵ݁ଶ݁ଷ 

c) ݔ = ሺݔଵ, ,ଶݔ ଷሻݔ א kerሺݑሻ ⇔ ሻݔሺݑ = Ͳℝయ ⇔ ሺݔଵ + ,ଶݔ ଵݔ + ,ଶݔ ଵݔ + ଶሻݔ = ሺͲ,Ͳ,Ͳሻ ⇔ ଵݔ + ଶݔ = Ͳ 
Un vecteur de kerሺݑሻ est de la forme ݔ = ሺݔଵ, ,ଵݔ− ଷሻݔ = ଵሺͳ,−ͳ,Ͳሻݔ + ሺͲ,Ͳ,ͳሻݔଷ 
Si on pose ܽ = ሺͳ,−ͳ,Ͳሻ et ܾ = ሺͲ,Ͳ,ͳሻ, ݎ݁ܭሺݑሻ = ,ሺܽݐܿ݁� ܾሻ ܽ et ܾ  sont deux vecteurs non proportionnels de ݎ݁ܭሺݑሻ kerሺݑሻ, cette famille engendre kerሺݑሻ il 
s’agit donc d’une base de kerሺݑሻ. Pour l’image, pas besoin du théorème du rang, on pose ܿ =ሺͳ,ͳ,ͳሻ ݉ܫሺݑሻ = ,ሺܿݐܿ݁� ܿ, Ͳℝయሻ =  .ܿ ሻ est la droite engendrée parݑሺ݉ܫ ሺܿሻݐܿ݁�

Allez à : Exercice 33 
 
Correction exercice 34.  

1. soit ݔ א ℝସ et ܺ = ൮ݔଵݔଶݔଷݔସ) ses coordonnées dans la base canonique. 
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ݔ א kerሺ݂ሻ ⇔ ܺܣ = ܱℝర ⇔ (ͳ ʹ ͳ ͵ͳ ͳ ʹ ͳͳ −ʹ ͷ −ͳͳ)൮
(ସݔଷݔଶݔଵݔ = (ͲͲͲ) ⇔ { ଵݔ + ଶݔʹ + ଷݔ + ସݔ͵ = Ͳݔଵ + ଶݔ + ଷݔʹ + ସݔ = Ͳݔଵ − ଶݔʹ + ͷݔଷ − ͳͳݔସ = Ͳ⇔ ଶܮଵܮ − ଷܮଵܮ − ଵܮ ଵݔ} + ଶݔʹ + ଷݔ + ସݔ͵ = Ͳ−ݔଶ + ଷݔ − ସݔʹ = Ͳ−Ͷݔଶ + Ͷݔଷ − ͳͶݔସ = Ͳ ⇔ ଵݔ} + ଶݔʹ + ଷݔ + ସݔ͵ = Ͳ−ݔଶ + ଷݔ − ସݔʹ = Ͳ−ʹݔଶ + ଷݔʹ − ͹ݔସ = Ͳ⇔ ଷܮ   − ଶܮʹ ଵݔ} + ଶݔʹ + ଷݔ + ସݔ͵ = Ͳ−ݔଶ + ଷݔ − ସݔʹ = Ͳ−͵ݔସ = Ͳ ⇔ ଵݔ} = ଶݔଷݔ͵− = ସݔଷݔ = Ͳ ݔ  = ሺ−͵ݔଷ, ,ଷݔ ,ଷݔ Ͳሻ =  ଷሺ−͵,ͳ,ͳ,Ͳሻݔ

On pose = ሺ−͵,ͳ,ͳ,Ͳሻ kerሺ݂ሻ =  .ሺܽሻ, c’est une base de kerሺ݂ሻݐܿ݁�
2. D’après le théorème du rang dimሺkerሺ݂ሻሻ + dim(݉ܫሺ݂ሻ൯ = dimሺℝସሻ 

Donc  dimሺImሺ݂ሻሻ = ͵ 
Comme ݉ܫሺ݂ሻ ⊂ ℝଷ 
On a  ݉ܫሺ݂ሻ = ℝଷ 
Et ݃ݎሺܣሻ = ͵ 

Allez à : Exercice 34 
 
Correction exercice 35.   ܣ est la matrice d’une application linéaire de ℝହ dans ℝସ. 

ܺ = ( 
 (ହݔସݔଷݔଶݔଵݔ 

א  kerሺܣሻ ⇔ ൮ͳ ͳ ʹ ͳ ͳʹ ͳ ͳ ͳ ͳͳ ͳ ͳ ʹ ͳʹ ͳ ͳ ͳ ͳ)( 
 (ହݔସݔଷݔଶݔଵݔ 

 = ൮ͲͲͲͲ) ⇔ ଵݔ} + ଶݔ + ଷݔʹ + ସݔ + ହݔ = Ͳʹݔଵ + ଶݔ + ଷݔ + ସݔ + ହݔ = Ͳݔଵ + ଶݔ + ଷݔ + ସݔʹ + ହݔ = Ͳʹݔଵ + ଶݔ + ଷݔ + ସݔ + ହݔ = Ͳ
⇔ ଷܮଶܮଵܮ ଵݔ} + ଶݔ + ଷݔʹ + ସݔ + ହݔ = Ͳʹݔଵ + ଶݔ + ଷݔ + ସݔ + ହݔ = Ͳݔଵ + ଶݔ + ଷݔ + ସݔʹ + ହݔ = Ͳ ⇔ ଶܮଵܮ − ଷܮଵܮʹ − ଵܮ ଵݔ} + ଶݔ + ଷݔʹ + ସݔ + ହݔ = Ͳ−ݔଶ − ଷݔ͵ − ସݔ − ହݔ = Ͳ−ݔଷ + ସݔ = Ͳ⇔ ଵݔ} + ଶݔ + ଷݔʹ + ସݔ + ହݔ = Ͳ−ݔଶ − ଷݔ͵ − ସݔ − ହݔ = Ͳݔଷ = ସݔ ⇔ ଵݔ} = ଶݔ− − ଷݔʹ − ସݔ − ଶݔହݔ = ଷݔ͵− − ସݔ − ଷݔହݔ = ⇔ସݔ ଵݔ} = ଶݔ− − ସݔʹ − ସݔ − ଶݔହݔ = ସݔ͵− − ସݔ − ଷݔହݔ = ସݔ ⇔ ଵݔ} = −ሺ−Ͷݔସ − ହሻݔ − ସݔʹ − ସݔ − ଶݔହݔ = −Ͷݔସ − ଷݔହݔ = ⇔ସݔ { ଵݔ = ଶݔସݔ = −Ͷݔସ − ଷݔହݔ = ସݔ  

Donc  ሺݔଵ, ,ଶݔ ,ଷݔ ,ସݔ ହሻݔ = ሺݔସ, −Ͷݔସ − ,ହݔ ,ସݔ ,ସݔ ହሻݔ = ସሺͳ,−Ͷ,ͳ,ͳ,Ͳሻݔ + ,ହሺͲݔ −ͳ,Ͳ,Ͳ,ͳሻ 
Les vecteurs ሺͳ,−Ͷ,ͳ,ͳ,Ͳሻ et ሺͲ,−ͳ,Ͳ,Ͳ,ͳሻ ne sont pas proportionnels et ils engendrent le noyau, donc kerሺܣሻ est de dimension ʹ. 
D’après le théorème du rang dimሺ�݁ݎሺܣሻሻ + dim(݉ܫሺܣሻ൯ = ͷ 

Ce qui montre que ݃݊ܽݎሺܣሻ = dim(݉ܫሺܣሻ൯ = ͵. 

Allez à : Exercice 35 
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Correction exercice 36.   

1.  ܻ = ܺܣ ⇔ ܺܣ = ܻ ⇔ {ͳ͵ݔଵ − ͺݔଶ − ͳʹݔଷ = ଵݔʹଵͳݕ − ͹ݔଶ − ͳʹݔଷ = ଵݔଶ͸ݕ − Ͷݔଶ − ͷݔଷ = ଷݕ ⇔  ͳ͵ܮଶ − ͳʹܮଵʹܮଷ − ଶܮ { ͳ͵ݔଵ − ͺݔଶ − ͳʹݔଷ = ଶݔଵͷݕ − ͳʹݔଷ = ͳ͵ݕଶ − ͳʹݕଵ−ݔଶ + ଷݔʹ = ଷݕʹ − ଶݕ  

⇔   ͷܮଷ + ଶܮ { ͳ͵ݔଵ − ͺݔଶ − ͳʹݔଷ = ଶݔଵͷݕ − ͳʹݔଷ = ͳ͵ݕଶ − ͳʹݕଵ−ʹݔଷ = ͳͲݕଷ − ͷݕଶ + ͳ͵ݕଶ − ͳʹݕଵ ⇔ { ͳ͵ݔଵ = ଵݕ + ͺݔଶ + ͳʹݔଷͷݔଶ = ͳ͵ݕଶ − ͳʹݕଵ + ͳʹݔଷݔଷ = ͸ݕଵ − Ͷݕଶ − ͷݕଷ  

⇔ { ͳ͵ݔଵ = ଵݕ + ͺݔଶ + ͳʹሺ͸ݕଵ − Ͷݕଶ − ͷݕଷሻͷݔଶ = ͳ͵ݕଶ − ͳʹݕଵ + ͳʹሺ͸ݕଵ − Ͷݕଶ − ͷݕଷሻ = ͸Ͳݕଵ − ͵ͷݕଶ − ͸Ͳݕଷݔଷ = ͸ݕଵ − Ͷݕଶ − ͷݕଷ  

⇔ {ͳ͵ݔଵ = ͹͵ݕଵ − Ͷͺݕଶ − ͸Ͳݕଷ + ͺሺͳʹݕଵ − ͹ݕଶ − ͳʹݕଷሻݔଶ = ͳʹݕଵ − ͹ݕଶ − ͳʹݕଷݔଷ = ͸ݕଵ − Ͷݕଶ − ͷݕଷ ⇔ {ͳ͵ݔଵ = ͳ͸ͻݕଵ − ͳͲͶݕଶ − ͳͷ͸ݕଷݔଶ = ͳʹݕଵ − ͹ݕଶ − ͳʹݕଷݔଷ = ͸ݕଵ − Ͷݕଶ − ͷݕଷ  

⇔ ଵݔ} = ͳ͵ݕଵ − ͺݕଶ − ͳʹݕଷݔଶ = ͳʹݕଵ − ͹ݕଶ − ͳʹݕଷݔଷ = ͸ݕଵ − Ͷݕଶ − ͷݕଷ ⇔ (ଷݔଶݔଵݔ) = (ͳ͵ −ͺ −ͳʹͳʹ −͹ −ͳʹ͸ −Ͷ −ͷ  (ଷݕଶݕଵݕ)(

Donc ܣ−ଵ = (ͳ͵ −ͺ −ͳʹͳʹ −͹ −ͳʹ͸ −Ͷ −ͷ ) =  ܣ

Le mieux aurait été de changer les rôles de ݔଵ et ݔଷ dans le premier système. 
ଶܣ .2 = �ଶܣ donc ܫ = ሺܣଶሻ� = �ܫ = ଶ�+ଵܣ et ܫ = ܣ�ଶܣ =  .ܣ

Allez à : Exercice 36 
 
Correction exercice 37.  

1. et    2. ܣଶ = (Ͳ ͳ ͳͳ Ͳ ͳͳ ͳ Ͳ)(Ͳ ͳ ͳͳ Ͳ ͳͳ ͳ Ͳ) = (ʹ ͳ ͳͳ ʹ ͳͳ ͳ ʹ) = ܣ + ܲ donc ܫʹ ሺܺሻ = ܺଶ − ܺ − ʹ 

ଶܣ .3 − ܣ = ܫʹ ⇔ ܣሺܣ − ሻܫ = ܫʹ ⇔ ܣ × �−�ଶ = ଵ−ܣ donc ܫ = �−�ଶ = ଵଶ(−ͳ ͳ ͳͳ −ͳ ͳͳ ͳ −ͳ) 

ܺܣ  .4 = ܻ ⇔ (Ͳ ͳ ͳͳ Ͳ ͳͳ ͳ Ͳ)(ݔଵݔଶݔଷ) = (ଷݕଶݕଵݕ) = ଶݔ} + ଷݔ = ଵݔଵݕ + ଷݔ = ଵݔଶݕ + ଶݔ =  ଷݕ
Ici il y a un problème pour appliquer le pivot de Gauss parce qu’il n’y a pas de termes en ݔଵ dans la 
première ligne, il y a deux façons d’arranger ce problème, soit on intervertit ݔଵet ݔଶ soit on intervertit la 
ligne ͳ avec une ligne où il y a un ݔଵ, c’est ce que nous allons faire. 
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ଷܮଶܮଵܮ ଶݔ} + ଷݔ = ଵݔଵݕ + ଷݔ = ଵݔଶݕ + ଶݔ = ଷݕ ⇔ ଷܮଵܮଶܮ { ଵݔ         + ଷݔ = ଶݔ      ଶݕ + ଷݔ = ଵݔଵݕ + ଶݔ            = ଷݕ ⇔ ଷܮଶܮଵܮ − ଵܮ { ଵݔ        + ଷݔ = ଶݔ      ଶݕ + ଷݔ = ଶݔ                    ଵݕ − ଷݔ = ଶݕ− + ଷݕ
⇔ ଷܮଶܮଵܮ − ଶܮ { ଵݔ        + ଷݔ = ଶݔ      ଶݕ + ଷݔ = ଷݔʹ−                   ଵݕ = ଵݕ− − ଶݕ + ଷݕ ⇔ { ଵݔ = ଷݔ− + ଶݔଶݕ = ଷݔ− + ଷݔ ଵݕ = ͳʹ ଵݕ + ͳʹ ଶݕ − ͳʹ ଷݕ
⇔
{  
ଵݔ   = −(ͳʹݕଵ + ͳʹ ଶݕ − ͳʹ (ଷݕ + ଶݔଶݕ = −(ͳʹ ଵݕ + ͳʹ ଶݕ − ͳʹ (ଷݕ + ଷݔ ଵݕ = ͳʹ ଵݕ + ͳʹ ଶݕ − ͳʹ ଷݕ ⇔

{  
ଵݔ   = − ͳʹ ଵݕ + ͳʹ ଶݕ + ͳʹ ଶݔଷݕ = ͳʹ ଵݕ − ͳʹ ଶݕ + ͳʹ ଷݔ ଷݕ = ͳʹ ଵݕ + ͳʹ ଶݕ − ͳʹ ଷݕ ⇔ (ଷݔଶݔଵݔ)

=
( 
  −

ͳʹ ͳʹ ͳʹͳʹ − ͳʹ ͳʹͳʹ ͳʹ − ͳʹ) 
 (ଷݕଶݕଵݕ)  

Donc 

ଵ−ܣ =
( 
  −

ͳʹ ͳʹ ͳʹͳʹ − ͳʹ ͳʹͳʹ ͳʹ − ͳʹ) 
   

Allez à : Exercice 37 
 
Correction exercice 38.  

ଶܣ .1 = (ͳ Ͳ ͲͲ Ͳ ͳͲ −ͳ Ͳ)(ͳ Ͳ ͲͲ Ͳ ͳͲ −ͳ Ͳ) = (ͳ Ͳ ͲͲ −ͳ ͲͲ Ͳ −ͳ) 

ଷܣ = ܣଶܣ = (ͳ Ͳ ͲͲ −ͳ ͲͲ Ͳ −ͳ)(ͳ Ͳ ͲͲ Ͳ ͳͲ −ͳ Ͳ) = (ͳ Ͳ ͲͲ Ͳ −ͳͲ ͳ Ͳ )  

ଷܣ − ଶܣ + ܣ − ܫ = (ͳ Ͳ ͲͲ Ͳ −ͳͲ ͳ Ͳ ) − (ͳ Ͳ ͲͲ −ͳ ͲͲ Ͳ −ͳ) + (ͳ Ͳ ͲͲ Ͳ ͳͲ −ͳ Ͳ) − (ͳ Ͳ ͲͲ ͳ ͲͲ Ͳ ͳ) = (Ͳ Ͳ ͲͲ Ͳ ͲͲ Ͳ Ͳ) =ܱ  
ଷܣ .2 − ଶܣ + ܣ − ܫ = ܱ ⇔ ଶܣሺܣ − ܣ + ሻܫ = ଵ−ܣ donc ܫ = ଶܣ − ܣ +  ܫ
ଷܣ .3 = ଶܣ − ܣ + ସܣ donc ܫ = ଶܣሺܣ − ܣ + ሻܫ = ଷܣ − ଶܣ + ܣ = ሺܣଶ − ܣ + ሻܫ − ଶܣ + ܣ =  ܫ

Allez à : Exercice 38 
 
Correction exercice 39.   ܣ − ܫʹ = ( ͳ Ͳ ͳ−ͳ ͳ −ʹ−ͳ ͳ −ʹ) 

ሺܣ − ሻଶܫʹ = ( ͳ Ͳ ͳ−ͳ ͳ −ʹ−ͳ ͳ −ʹ)( ͳ Ͳ ͳ−ͳ ͳ −ʹ−ͳ ͳ −ʹ) = (Ͳ ͳ −ͳͲ −ͳ ͳͲ −ͳ ͳ ) 

ሺܣ − ሻଷܫʹ = ሺܣ − ܣሻሺܫʹ − ሻଶܫʹ = ( ͳ Ͳ ͳ−ͳ ͳ −ʹ−ͳ ͳ −ʹ)(Ͳ ͳ −ͳͲ −ͳ ͳͲ −ͳ ͳ ) = (Ͳ Ͳ ͲͲ Ͳ ͲͲ Ͳ Ͳ) 

Ce qui entraine que 
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ଷܣ − ͵ × ଶܣʹ + ͵ × ʹଶܣ − ʹଷܫ = ܱ 
Car ܣ et ܫ commutent. 
Ce qui équivaut à ܣଷ − ͸ܣଶ + ͳʹܣ − ͺܫ = ܱ 
Soit encore ܣଷ − ͸ܣଶ + ͳʹܣ = ͺܫ 
Puis en divisant par ͺ et en mettant ܣ en facteur ܣ (ͳͅܣଶ − Ͷ͵ ܣ + ͵ʹ (ܫ =  ܫ
Ce qui montre que ܣ est inversible et que ܣ−ଵ = ͳͅܣଶ − Ͷ͵ ܣ + ͵ʹ  ܫ

Allez à : Exercice 39 
 
Correction exercice 40.  

ଶሻݐሺܯଵሻݐሺܯ  .1 = (chሺݐଵሻ shሺݐଵሻshሺݐଵሻ chሺݐଵሻ) (chሺݐଶሻ shሺݐଶሻshሺݐଶሻ chሺݐଶሻ)= (chሺݐଵሻchሺݐଶሻ + shሺݐଵሻshሺݐଶሻ chሺݐଵሻshሺݐଶሻ + shሺݐଵሻchሺݐଶሻshሺݐଵሻchሺݐଶሻ + chሺݐଵሻshሺݐଶሻ shሺݐଵሻshሺݐଶሻ + chሺݐଵሻchሺݐଶሻ) chሺݐଵሻchሺݐଶሻ + shሺݐଵሻshሺݐଶሻ = ݁௧భ + ݁−௧భʹ ݁௧మ + ݁−௧మʹ + ݁௧భ − ݁−௧భʹ ݁௧మ − ݁−௧మʹ= ݁௧భ+௧మ + ݁௧భ−௧మ + ݁−௧భ+௧మ + ݁−௧భ−௧మͶ + ݁௧భ+௧మ + ݁௧భ−௧మ + ݁−௧భ+௧మ + ݁−௧భ−௧మͶ= ʹ݁௧భ+௧మ + ʹ݁−ሺ௧భ+௧మሻͶ = chሺݐଵ + ଶሻݐଵሻchሺݐଶሻ shሺݐ + chሺݐଵሻshሺݐଶሻ = ݁௧భ − ݁−௧భʹ ݁௧మ + ݁−௧మʹ + ݁௧భ + ݁−௧భʹ ݁௧మ − ݁−௧మʹ= ݁௧భ+௧మ + ݁௧భ−௧మ − ݁−௧భ+௧మ − ݁−௧భ−௧మͶ + ݁௧భ+௧మ − ݁௧భ−௧మ + ݁−௧భ+௧మ − ݁−௧భ−௧మͶ= ʹ݁௧భ+௧మ − ʹ݁−ሺ௧భ+௧మሻͶ = shሺݐଵ +  ଶሻݐ
Donc ܯሺݐଵሻܯሺݐଶሻ = ଵݐሺܯ +  ଶሻݐ

2. det(ܯሺݐሻ൯ = chଶሺݐሻ − shଶሺݐሻ = ͳ ≠ Ͳ donc la matrice est inversible. 

Or ܯሺݐሻܯሺ−ݐሻ = ሺͲሻܯ = ሻ൯−ଵݐሺܯ) donc ܫ =  ሻݐ−ሺܯ
Allez à : Exercice 40 
 
Correction exercice 41.   

ଵܧ  .1 = ݔ} א ℝଷ, ሻݔሺݑ = {ݔ = ݔ} א ℝଷ, ሻݔሺݑ − ݔ = Ͳℝయ} = ݔ} א ℝଷ, ሺ ݑ − ሻݔℝయሻሺ݀ܫ = Ͳℝయ}= kerሺݑ −  ℝయሻ݀ܫ
Donc ܧଵ est un sous-espace vectoriel de ℝଷ. ݔ א ଵܧ ⇔ ሻݔሺݑ = ݔ ⇔ ܺܣ = ܺ ⇔ (ͳ ʹ −ʹʹ ͳ −ʹʹ ʹ (ଷݔଶݔଵݔ)(͵− = (ଷݔଶݔଵݔ) ⇔ { ଵݔ + ଶݔʹ − ଷݔʹ = ଵݔʹଵݔ + ଶݔ − ଷݔʹ = ଵݔʹଶݔ + ଶݔʹ − ଷݔ͵ = ⇔ଷݔ { ଶݔʹ − ଷݔʹ = Ͳʹݔଵ − ଷݔʹ = Ͳʹݔଵ + ଶݔʹ − Ͷݔଷ = Ͳ ⇔ { ଶݔ = ଵݔଷݔ = ଷݔʹଷݔ + ଷݔʹ − Ͷݔଷ = Ͳ ⇔ ଵݔ} = ଶݔଷݔ =  ଷݔ
Par conséquent ݔ = ሺݔଷ, ,ଷݔ ଷሻݔ = ܽ ଷሺͳ,ͳ,ͳሻ, on poseݔ = ሺͳ,ͳ,ͳሻ c’est une base de ܧଵ. 

2. Les coordonnées de ݑሺܾሻ dans la base canonique sont 
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௕ܺܣ = (ͳ ʹ −ʹʹ ͳ −ʹʹ ʹ −͵)(Ͳͳͳ) = ( Ͳ−ͳ−ͳ) = −ܺ௕ 

Donc ݑሺܾሻ = −݁ଵ − ݁ଶ = −ܾ 
Les coordonnées de ݑሺܿሻ dans la base canonique sont ܺܣ௖ = (ͳ ʹ −ʹʹ ͳ −ʹʹ ʹ −͵)(ͳͳʹ) = (−ͳ−ͳ−ʹ) = −ܺ௖ 
Donc ݑሺܾሻ = −݁ଵ − ݁ଶ − ʹ݁ଷ = −ܿ 

3.   detሺܽ, ܾ, ܿሻ = |ͳ Ͳ ͳͳ ͳ ͳͳ ͳ ʹ| = ͳ × |ͳ ͳͳ ʹ| − Ͳ × |ͳ ͳͳ ʹ| + ͳ × |ͳ ͳͳ ͳ| = ͳ ≠ Ͳ 

Ce qui montre que ሺܽ, ܾ, ܿሻ est une base de ℝଷ. 
4.   ܲ = (ͳ Ͳ ͳͳ ͳ ͳͳ ͳ ʹ) 

5.  On pose ܺ = ܺ et (ଷݔଶݔଵݔ) ′ = ቌݔଵ′ݔଶ′ݔଷ′ቍ 

ܲܺ′ = ܺ ⇔ (ͳ Ͳ ͳͳ ͳ ͳͳ ͳ ʹ)ቌݔଵ
ଷ′ቍݔ′ଶݔ′ = (

(ଷݔଶݔଵݔ ⇔ ଷܮଶܮଵܮ { ′ଵݔ         + ′ଷݔ = ′ଵݔଵݔ + ′ଶݔ + ′ଷݔ = ′ଵݔଶݔ + ′ଶݔ + ′ଷݔʹ = ଷݔ ⇔ ଶܮଵܮ − ଷܮଵܮ − ଶܮ ଵݔ}
′         + ′ଷݔ = ′ଶݔଵݔ = ଵݔ− + ′ଷݔଶݔ = ଶݔ− + ⇔ଷݔ ′ଵݔ} = ′ଷݔ− + ଵݔ = ଵݔ + ଶݔ − ′ଶݔଷݔ = ଵݔ− + ′ଷݔଶݔ = ଶݔ− + ଷݔ ⇔ ቌݔଵ′ݔଶ′ݔଷ′ቍ = ( ͳ ͳ −ͳ−ͳ ͳ ͲͲ −ͳ ͳ  (ଷݔଶݔଵݔ)(

D’où ܲ−ଵ = ( ͳ ͳ −ͳ−ͳ ͳ ͲͲ −ͳ ͳ ) 

6.   

ܦ = (ͳ Ͳ ͲͲ −ͳ ͲͲ Ͳ −ͳ)
௨ሺ௔ሻ ௨ሺ௕ሻ ௨ሺ௖ሻ ܾܽܿ

 

ܦ .7 = ܲ−ଵܲܣ 
Allez à : Exercice 41 
  
Correction exercice 42.  

1. Soient ݔ = ሺݔଵ, ′ݔ ଶሻ etݔ = ሺݔଵ′ , ′ଶݔ ሻ deux vecteurs de ℝଶ et soient ߣ et ߣ′ deux réels. ݂ሺݔߣ + ሻ′ݔ′ߣ = ݂ሺݔߣଵ + ′ଵݔ′ߣ , ଶݔߣ + ′ଶݔ′ߣ ሻ = ଵݔߣ) + ′ଵݔ′ߣ − ሺݔߣଶ + ′ଶݔ′ߣ ሻ, ଵݔߣ + ′ଵݔ′ߣ + ሺݔߣଶ + ′ଶݔ′ߣ ሻ൯= ଵݔሺߣ) − ଶሻݔ + ′ଵݔሺ′ߣ − ′ଶݔ ሻ, ଵݔሺߣ + ଶሻݔ + ′ଵݔሺ′ߣ + ′ଶݔ ሻ൯= ଵݔሺߣ − ,ଶݔ ଵݔ + ଶሻݔ + ′ଵݔሺ′ߣ − ′ଶݔ , ′ଵݔ + ′ଶݔ ሻ = ሻݔሺ݂ߣ + ݂ ሻ ݂ est une application linéaire de ℝଶ dans ℝଶ donc′ݔሺ݂′ߣ  est un endomorphisme de ℝଶ. 
ܣ .2 = ቀͳ −ͳͳ ͳ ቁ 
3.  

a) ݔ א kerሺ݂ሻ ⇔ ଵݔ} − ଶݔ = Ͳݔଵ + ଶݔ = Ͳ ⇔ ଵܮ  + ଶܮ ଵݔ} − ଶݔ = Ͳʹݔଵ = Ͳ ⇔ ଵݔ} = Ͳݔଶ = Ͳ 

Donc kerሺ݂ሻ = {Ͳℝమ} 
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On en déduit que ݂ est injective, comme de plus, ݂ est un endomorphisme, ݂ est surjective et donc ݉ܫሺ݂ሻ = ℝଶ. (On aurait pu aussi invoquer le théorème du rang) 
b) Du a) on tire que ݂ est bijective et donc inversible (cela signifie la même chose). 
c)    ݕ = ݂ሺݔሻ ⇔ ሺݕଵ, ଶሻݕ = ݂ሺݔଵ, ଶሻݔ ⇔ ሺݕଵ, ଶሻݕ = ሺݔଵ − ,ଶݔ ଵݔ + ଶሻݔ ⇔ ଵݕ} = ଵݔ − ଶݕଶݔ = ଵݔ + ଶݔ

⇔ { ଵݕ = ଵݔ − ଵݕଶݔ + ଶݕ = ଵݔʹ ⇔ { ଶݔ = ଵݔ − ଵݔଵݕ = ͳʹ ଵݕ + ͳʹ ଶݕ ⇔ ଶݔ} = ͳʹ ଵݕ + ͳʹ ଶݕ − ଵݔଵݕ = ͳʹ ଵݕ + ͳʹ ଶݕ
⇔ ଶݔ} = − ͳʹ ଵݕ + ͳʹ ଵݔଶݕ = ͳʹ ଵݕ + ͳʹ ଶݕ  

Donc ݂ −ଵሺݕଵ, ଶሻݕ = ሺଵଶ ଵݕ + ଵଶݕଶ, − ଵଶ ଵݕ + ଵଶݕଶሻ, ou, en changeant les rôles de ݔ et de ݕ : ݂−ଵሺݔଵ, ଶሻݔ = ሺͳʹ ଵݔ + ͳʹ ,ଶݔ − ͳʹ ଵݔ + ͳʹ  ଶሻݔ
Et ܣ−ଵ = ଵଶ ቀ ͳ ͳ−ͳ ͳቁ 

4. La matrice d’une homothétie est de la forme ܪ = ቀℎ ͲͲ ℎቁ = ℎܫ et la matrice d’une rotation d’angle ߙ 

est de la forme ܴ = (cosሺߙሻ − sinሺߙሻsinሺߙሻ cosሺߙሻ ). Alors ܴ ܪ = ℎ (cosሺߙሻ − sinሺߙሻsinሺߙሻ cosሺߙሻ ) =(ℎ cosሺߙሻ −ℎ sinሺߙሻℎ sinሺߙሻ ℎ cosሺߙሻ ) 
Donc {ℎcosሺߙሻ = ͳℎsinሺߙሻ = ͳ, donc (ℎcosሺߙሻ൯ଶ + (ℎsinሺߙሻ൯ଶ = ͳଶ + ͳଶ ⇔ ℎଶ = ʹ ⇔ ℎ = ℎ ݑ݋ ʹ√ = −√ʹ 

Si ℎ = −√ʹ alors {cosሺߙሻ = − ଵ√ଶ sinሺߙሻ = − ଵ√ଶ  donc ߙ = ହ�ସ  modulo ʹ �. 

Si ℎ = √ʹ alors {cosሺߙሻ = ଵ√ଶ sinሺߙሻ = ଵ√ଶ  donc ߙ = �ସ modulo ʹ �. 

5. detሺܽ, ܾሻ = |ͳ −ͳͳ ͳ | = ʹ ≠ Ͳ donc ሺܽ, ܾሻ est une base de ℝଶ. 
6. Les coordonnées de ݂ሺܽሻ dans la base ሺ݁ଵ, ݁ଶሻ sont ቀͳ −ͳͳ ͳ ቁ ቀͳͳቁ = ቀͲʹቁ, donc ݂ ሺܽሻ = ʹ݁ଶ = ܽ + ܾ 

 

Les coordonnées de ݂ሺܾሻ dans la base ሺ݁ଵ, ݁ଶሻ sont ቀͳ −ͳͳ ͳ ቁ ቀ ͳ−ͳቁ = ቀͲʹቁ, donc ݂ ሺܽሻ = ʹ݁ଵ = ܽ − ܾ 

ሺ݂ሻ′�ݐܽܯ .7 = ቀͳ −ͳͳ ͳ ቁ 
Allez à : Exercice 42 
 
Correction exercice 43.  

1.  detሺܽ, ܾ, ܿሻ = | ͳ ʹ ʹ−ͳ −ͳ −ʹͳ ͳ ͳ | = ଷܥ   − ଶܥ | ͳ ʹ ʹ−ͳ −ͳ −ʹͲ Ͳ −ͳ| = − | ͳ ʹ−ͳ −ͳ| = −ሺ−ͳ + ʹሻ = −ͳ ≠ Ͳ 

Donc ሺܽ, ܾ, ܿሻ est une base de ℝଷ 
2.  
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ܲ = ( ͳ ʹ ʹ−ͳ −ͳ −ʹͳ ͳ ͳ ) 

ܲܺ = ܻ ⇔ ( ͳ ʹ ʹ−ͳ −ͳ −ʹͳ ͳ ͳ (ଷݔଶݔଵݔ)( = (ଷݕଶݕଵݕ) ⇔ ଷܮଶܮଵܮ ଵݔ} + ଶݔʹ + ଷݔʹ = ଵݔ−ଵݕ − ଶݔ − ଷݔʹ = ଵݔଶݕ + ଶݔ + ଷݔ = ⇔ଷݕ ଶܮଵܮ + ଷܮଵܮ + ଶܮ ଵݔ} + ଶݔʹ + ଷݔʹ = ଶݔ                    ଵݕ             = ଵݕ + ଷݔ−                    ଶݕ = ଶݕ + ଷݕ ⇔ ଵݔ} = ଶݔʹ− − ଷݔʹ + ଶݔଵݕ = ଵݕ + ଷݔ ଶݕ = ଶݕ− − ⇔ଷݕ ଵݔ} = ଵݕʹ− − ଶݕʹ + ଶݕʹ + ଷݕʹ + ଶݔଵݕ = ଵݕ + ଷݔ ଶݕ = ଶݕ− − ଷݕ ⇔ ଵݔ} = ଵݕ−         + ଶݔଷݕʹ = ଵݕ + ଷݔ              ଶݕ = ଶݕ−           −  ଷݕ
Donc ܲ−ଵ = (−ͳ Ͳ ʹͳ ͳ ͲͲ −ͳ −ͳ) 

3. Les coordonnées de ݑሺܽሻ dans la base ߚ sont ( ͳ Ͷ Ͷ−ͳ −͵ −͵Ͳ ʹ ͵ )( ͳ−ͳͳ ) = ( ͳ−ͳͳ ) 

Donc ݑሺܽሻ = ܽ 
Les coordonnées de ݑሺܾሻ dans la base ߚ sont ( ͳ Ͷ Ͷ−ͳ −͵ −͵Ͳ ʹ ͵ )(−ʹͳͳ ) = (−ʹͳʹ ) 

Donc ݑሺܾሻ = ܿ 
Les coordonnées de ݑሺܿሻ dans la base ߚ sont ( ͳ Ͷ Ͷ−ͳ −͵ −͵Ͳ ʹ ͵ )(−ʹͳʹ ) = (−ͳʹ−ͳ) 

Donc ݑሺܿሻ = −ܾ 
Par conséquent ܴ = (ͳ Ͳ ͲͲ Ͳ −ͳͲ ͳ Ͳ ) 

4.  
a)  ܲ−ଵܲܣ = (−ͳ Ͳ ʹͳ ͳ ͲͲ −ͳ −ͳ)( ͳ Ͷ Ͷ−ͳ −͵ −͵Ͳ ʹ ͵ )( ͳ ʹ ʹ−ͳ −ͳ −ʹͳ ͳ ͳ )= (−ͳ Ͳ ʹͳ ͳ ͲͲ −ͳ −ͳ)( ͳ ʹ −ʹ−ͳ −ʹ ͳͳ ͳ −ͳ) = (ͳ Ͳ ͲͲ Ͳ −ͳͲ ͳ Ͳ ) = ܴ 

b)  ܴଶ = (ͳ Ͳ ͲͲ Ͳ −ͳͲ ͳ Ͳ )(ͳ Ͳ ͲͲ Ͳ −ͳͲ ͳ Ͳ ) = (ͳ Ͳ ͲͲ −ͳ ͲͲ Ͳ −ͳ) 

ܴସ = ܴଶܴଶ = (ͳ Ͳ ͲͲ −ͳ ͲͲ Ͳ −ͳ)(ͳ Ͳ ͲͲ −ͳ ͲͲ Ͳ −ͳ) = (ͳ Ͳ ͲͲ ͳ ͲͲ Ͳ ͳ) =  ܫ
c) ܴ = ܲ−ଵܲܣ ⇔ ܣ = ܴܲܲ−ଵ ܣସ = ܴܲܲ−ଵܴܲܲ−ଵܴܲܲ−ଵܴܲܲ−ଵ = ܴܲସܲ−ଵ = ଵ−ܲܫܲ =  ܫ

Donc  ܣସ� = ሺܣସሻ� = �ܫ =  ܫ
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Allez à : Exercice 43 
 
Correction exercice 44.  

ܣ .1 = ሻݑሺ�ݐܽܯ = (−͵ ͳ Ͷʹ −ͳ −ʹ−Ͷ ʹ ͷ ) 

ሺͲℝయሻݑ .2 = Ͳℝయ donc Ͳℝయ א  ܧ
Soient ݔ א ݕ et ܧ א ݔߣሺݑ ,deux réels ߤ et ߣ et ܧ + ሻݕߤ = ሻݔሺݑߣ + ሻݕሺݑߤ = ݔߣ + ݔߣ donc ,ݕߤ + ݕߤ ݔ .est un sous-espace vectoriel de ℝଷ ܧ ,ܧא = ሺݔଵ, ,ଶݔ ଷሻݔ א ܧ ⇔ (−͵ ͳ Ͷʹ −ͳ −ʹ−Ͷ ʹ ͷ (ଷݔଶݔଵݔ)( = (ଷݔଶݔଵݔ) ⇔ { ଵݔ͵− + ଶݔ + Ͷݔଷ = ଵݔʹଵݔ − ଶݔ − ଷݔʹ = ଵݔଶ−Ͷݔ + ଶݔʹ + ͷݔଷ = ⇔ଷݔ { −Ͷݔଵ + ଶݔ + Ͷݔଷ = Ͳʹݔଵ − ଶݔʹ − ଷݔʹ = Ͳ−Ͷݔଵ + ଶݔʹ + Ͷݔଷ = Ͳ ⇔ ଷܮଶܮଵܮ {−Ͷݔଵ + ଶݔ + Ͷݔଷ = Ͳݔଵ − ଶݔ − ଷݔ = Ͳ−ʹݔଵ + ଶݔ + ଷݔʹ = Ͳ⇔ ଶܮଵͶܮ + ଷܮʹଵܮ − ଵܮ {−Ͷݔଵ + ଶݔ + Ͷݔଷ = Ͳ−͵ݔଶ = Ͳݔଶ = Ͳ ⇔ ଵݔ} = ଶݔଷݔ = Ͳ  

Une base de ܧ est le vecteur ܽ= ሺͳ,Ͳ,ͳሻ et bien sur dimሺܧሻ = ͳ. 
3. Il est clair que le vecteur nul est dans ܨ. 

Soient ݔ א ݕ et ܨ א ݔߣ deux réels ߤ et ߣ et ܨ + ݕߤ = ሺݔߣଵ + ,ଵݕߤ ଶݔߣ + ,ଶݕߤ ଷݔߣ + ଵݔߣଷሻ,  −ʹሺݕߤ + ଵሻݕߤ + ʹሺݔߣଶ + ଶሻݕߤ + ͵ሺݔߣଷ + ଷሻݕߤ = ଵݔʹ−ሺߣ + ଶݔʹ + ଷሻݔ͵ + ଵݕʹ−ሺߤ + ଶݕʹ + =ଷሻݕ͵ Ͳ 
Donc ݔߣ + ݕߤ א ݔ .est un sous-espace vectoriel de ℝଷ ܨ .ܨ = ሺݔଵ, ,ଶݔ ଷሻݔ א ܨ ⇔ ݔ = ଶݔ) + ͵ʹ ,ଷݔ ,ଶݔ (ଷݔ = ଶሺͳ,ͳ,Ͳሻݔ + ʹଷݔ ሺ͵,Ͳ,ʹሻ 
On pose ܾ = ሺͳ,ͳ,Ͳሻ et ܿ = ሺ͵,Ͳ,ʹሻ ሺܾ, ܿሻ est une famille génératrice de ܨ formée de deux vecteurs non proportionnels, cette famille est 
donc libre. 
Une base de ܨ est ሺܾ, ܿሻ. 

͵−) : ሺܾሻ a pour coordonnéesݑ .4 ͳ Ͷʹ −ͳ −ʹ−Ͷ ʹ ͷ )(ͳͳͲ) = (−ͳʹ−ʹ) 

detሺܽ, ܾ, ሺܾሻሻݑ = |ͳ ͳ −ʹͲ ͳ ͳͳ Ͳ −ʹ| = |ͳ ͳͲ −ʹ| + |ͳ −ʹͳ ͳ | = −ʹ + ͵ = ͳ ≠ Ͳ 

Donc (ܽ, ܾ,  .ሺܾሻ൯ est une base de ℝଷݑ
On aurait pu montrer que la famille est libre, et dire qu’une famille libre à ͵ vecteurs dans un espace de 
dimension ͵  est une base. 

5. dimሺܧሻ + dimሺܨሻ = ͳ + ʹ = ͵ = dim ሺℝଷሻ  ሺͳ,Ͳ,ͳሻ ב ʹ− car ܨ × ͳ + ʹ × Ͳ + ͵ × ͳ = ͳ ≠ Ͳ donc ܧ ∩ ܨ = {Ͳℝయ} 
Donc ܧ ⊕ ܨ = ℝଷ. 

͵−) ሺܾሻ൯ a pour coordonnéesݑ)ݑ .6 ͳ Ͷʹ −ͳ −ʹ−Ͷ ʹ ͷ )(−ͳʹ−ʹ) = (−ͳ−ͳͲ ) 

Donc ݑ)ݑሺܾሻ൯ = −ܾ 
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ሻݑሺ′�ݐܽ݉ = ሺܽሻݑ ሺܾሻݑ ሺܾሻሻ (ͳ      Ͳݑሺݑ         ͲͲ      Ͳ      −ͳͲ      ͳ        Ͳ)
 ܾܽ

 ሺܾሻݑ
Allez à : Exercice 44 
 
Correction exercice 45.   

1. Les coordonnées de ݑሺݔሻ dans la base canonique sont  ( ଶݔ − ଵݔʹଷݔʹ − ଶݔ + Ͷݔଷݔଵ − ଶݔ + ଷݔ͵ ) = (Ͳ ͳ −ʹʹ −ͳ Ͷͳ −ͳ ͵  (ଷݔଶݔଵݔ)(

Donc la matrice de ݑ dans la base canonique est ܣ = (Ͳ ͳ −ʹʹ −ͳ Ͷͳ −ͳ ͵ ) 

2.   Soit ܺ = ݔ les coordonnées d’un vecteur (ଷݔଶݔଵݔ) = ሺݔଵ, ,ଶݔ  ଷሻ dans la base canoniqueݔ

ݔ = ሺݔଵ, ,ଶݔ ଷሻݔ א kerሺݑ − ሻ݀ܫ ⇔ ሺܣ − ሻܺܫ = ܱ ⇔ (−ͳ ͳ −ʹʹ −ʹ Ͷͳ −ͳ ʹ (ଷݔଶݔଵݔ)( = (ͲͲͲ)⇔ ଵݔ−} + ଶݔ − ଷݔʹ = Ͳʹݔଵ − ଶݔʹ + Ͷݔଷ = Ͳݔଵ − ଶݔ + ଷݔʹ = Ͳ ⇔ ଵݔ − ଶݔ + ଷݔʹ = Ͳ ⇔ ଵݔ = ଶݔ −  ଷݔʹ
Donc ݔ = ሺݔଶ − ,ଷݔʹ ,ଶݔ ଷሻݔ = ଶሺͳ,ͳ,Ͳሻݔ +  ଷሺ−ʹ,Ͳ,ͳሻݔ
On pose ܽ = ሺͳ,ͳ,Ͳሻ et ܾ = ሺ−ʹ,Ͳ,ͳሻ, ሺܽ, ܾሻ est une famille de deux vecteurs non proportionnels, donc 
libre, qui engendrent kerሺݑ − ݑሻ, c’est une base de kerሺ݀ܫ −  .ሻ݀ܫ

3. Soit ܺ = ݔ les coordonnées d’un vecteur (ଷݔଶݔଵݔ) = ሺݔଵ, ,ଶݔ  ଷሻ dans la base canoniqueݔ

ݔ = ሺݔଵ, ,ଶݔ ଷሻݔ א kerሺݑሻ ⇔ ܺܣ = ܱ ⇔ (Ͳ ͳ −ʹʹ −ͳ Ͷͳ −ͳ ͵ (ଷݔଶݔଵݔ)( = (ͲͲͲ) ⇔ { ଶݔ − ଷݔʹ = Ͳʹݔଵ − ଶݔ + Ͷݔଷ = Ͳݔଵ − ଶݔ + ଷݔ͵ = Ͳ⇔ { ଶݔ = ଵݔʹଷݔʹ − ଷݔʹ + Ͷݔଷ = Ͳݔଵ − ଷݔʹ + ଷݔ͵ = Ͳ ⇔ { ଶݔ = ଵݔʹଷݔʹ + ଷݔʹ = Ͳݔଵ + ଷݔ = Ͳ ⇔ ଵݔ} = ଶݔଷݔ− = ଷݔʹ  

Donc ݔ = ሺ−ݔଷ, ,ଷݔʹ =ܿ ଷሻ, si on poseݔ ሺ−ͳ,ʹ,ͳሻ alors kerሺݑሻ =  ሺܿሻݐܿ݁�
4.   detሺܽ, ܾ, ܿሻ = |ͳ −ʹ −ͳͳ Ͳ ʹͲ ͳ ͳ | = |Ͳ ʹͳ ͳ| − |−ʹ −ͳͳ ͳ | = −ʹ − ሺ−ʹ + ͳሻ = −ͳ ≠ Ͳ 

En développant par rapport à la première colonne, donc ሺܽ, ܾ, ܿሻ est une base de ℝଷ. 
ሺܽሻݑ .5 − ܽ = Ͳℝయ ⇒ ሺܽሻݑ = ܽ, de même ݑሺܾሻ = ܾ et ݑሺܿሻ = Ͳℝయ donc ܦ = (ͳ Ͳ ͲͲ ͳ ͲͲ Ͳ Ͳ) 

6. D’après la matrice de ݑ dans la base ݉ܫ ,′ߚሺݑሻ = ,ሺܽݐܿ݁� ܾሻ = kerሺݑ −  ሻ݀ܫ
7. D’après le théorème du rang dimሺkerሺݑሻሻ + dim(݉ܫሺݑሻ൯ = dimሺℝଷሻ 

Il reste à montrer que l’intersection de kerሺݑሻ et de ݉ܫሺݑሻ est le vecteur nul. ݔ א kerሺݑሻ ∩ ሻݑሺ݉ܫ ⇔ ݔ} א kerሺݑሻݔ א ሻݑሺ݉ܫ ⇔ { ݔ א kerሺݑሻݔ א kerሺݑ − ሻ݀ܫ ⇔ { ሻݔሺݑ = Ͳℝయݑሺݔሻ − ݔ = Ͳℝయ ⇔ ሻݔሺݑ} = Ͳℝయݑሺݔሻ = ݔ ⇔ =ݔ Ͳℝయ 
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On a donc kerሺݑሻ ⊕ ሻݑሺ݉ܫ = ℝଷ. 
Allez à : Exercice 45 
 
Correction exercice 46.  

ܣ  .1 = (−ͳͲ ͵ ͳͷ−ʹ Ͳ ͵−͸ ʹ ͻ ) 

ݔ  .2 = ሺݔଵ, ,ଶݔ ଷሻݔ א kerሺݑሻ ⇔ ሻݔሺݑ = Ͳℝయ ⇔ {−ͳͲݔଵ + ଶݔ͵ + ͳͷݔଷ = Ͳ−ʹݔଵ + ଷݔ͵ = Ͳ−͸ݔଵ + ଶݔʹ + ͻݔଷ = Ͳ⇔  ͷܮଶ − ଷܮଵܮ − ଶܮ͵ {−ͳͲݔଵ + ଶݔ͵ + ͳͷݔଷ = Ͳͳʹݔଶ = Ͳʹݔଶ = Ͳ ⇔ {−ͳͲݔଵ + ͳͷݔଷ = Ͳݔଶ = Ͳ ⇔ ଵݔ} = ͵ʹ ଶݔଷݔ = Ͳ  

ݔ = (͵ʹ ,ଷݔ Ͳ, (ଷݔ = ʹଷݔ ሺ͵,Ͳ,ʹሻ 
On pose ܽ = ሺ͵,Ͳ,ʹሻ et alors kerሺݑሻ = ሻሻݑሺܽሻ et dimሺkerሺݐܿ݁� = ͳ 

D’après le théorème du rang, dimሺkerሺݑሻሻ + dim(݉ܫሺݑሻ൯ = dimሺℝଷሻ ⇔ dim(݉ܫሺݑሻ൯ = ʹ 

3. Le problème est de savoir si kerሺݑሻ ∩ �݉ሺݑሻ = {Ͳℝయ}  car dimሺkerሺݑሻሻ + dim(݉ܫሺݑሻ൯ = dimሺℝଷሻ 
Première méthode :  

On cherche une base de ݉ܫሺݑሻ (ce qui revient à choisir deux des trois vecteurs parmi ݑሺ݁ଵሻ, ʹ est ݑ ሺ݁ଷሻ car ces vecteurs sont deux à deux non proportionnels et que la dimension de l’image deݑ ሺ݁ଶሻ etݑ , 
puis de montrer que ces trois vecteurs forment une base de ℝଷ, c’est long, on passe) 
Deuxième méthode 
D’après la matrice, il est clair que ܽ = ሻݑሺ݁ଶሻ, comme kerሺݑ = ሻݑሺܽሻ on a kerሺݐܿ݁� ⊂ �݉ሺݑሻ et donc kerሺݑሻ ∩ ሻݑሺ݉ܫ ≠ {Ͳℝయ}, ce qui montre que l’on n’a pas kerሺݑሻ ⊕ ሻݑሺ݉ܫ = ℝଷ. 

4.  
Première méthode 

On pose ܺ௔ = (Ͳʹ͵) et ܺ ௕ = ܾ les coordonnées de ܽ et de (ଷݔଶݔଵݔ)  dans la base canonique et on résout le 

système ݑሺܾሻ = ܽ ⇔ ௕ܺܣ = ܺ௔ ⇔ (−ͳͲ ͵ ͳͷ−ʹ Ͳ ͵−͸ ʹ ͻ (ଷݔଶݔଵݔ)( = (Ͳʹ͵) 

C’est long 
Deuxième méthode 

On remarque que ݑሺ݁ଶሻ = ܽ donc un vecteur ܾ qui vérifie ݑሺܾሻ = ܽ est par exemple ܾ = ݁ଶ 
Remarque :  

Ce n’est pas le seul mais l’énoncé demande « un vecteur ܾ tel que ݑሺܾሻ = ܽ » 
ሺͲℝయሻݑ .5 = Ͳℝయ = −Ͳℝయ donc Ͳℝయ א  ଵ−ܧ

Soit ݔଵ א ଶݔ ଵ et−ܧ א ଵሻݔሺݑ ଵ, on a−ܧ = ଶሻݔሺݑ ଵ etݔ− = ,ଵߣ ଶ, alors pour toutݔ− ଶߣ א ℝ on a  ݑሺߣଵݔଵ + ଶሻݔଶߣ = ଵሻݔሺݑଵߣ + ଶሻݔሺݑଶߣ = ଵሻݔ−ଵሺߣ + ଶሻݔ−ଶሺߣ = −ሺߣଵݔଵ +  ଶሻݔଶߣ
Donc ߣଵݔଵ + ଶݔଶߣ א  ଵ−ܧ
Et ܧ−ଵ est un sous-espace vectoriel de ℝଷ 

Autre méthode : ܧ−ଵ = kerሺݑ + �݀ሻ donc ܧ−ଵ est un sous-espace vectoriel de ℝଷ. 
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On pose ܺ௖ =  les coordonnées de ܿ dans la base canonique (ଷݔଶݔଵݔ)

ሺܿሻݑ = −ܿ ⇔ ௖ܺܣ = −ܺ௖ ⇔ (−ͳͲ ͵ ͳͷ−ʹ Ͳ ͵−͸ ʹ ͻ (ଷݔଶݔଵݔ)( = (ଷݔଶݔଵݔ)− ⇔ {−ͳͲݔଵ + ଶݔ͵ + ͳͷݔଷ = ଵݔʹ−ଵݔ− + ଷݔ͵ = ଵݔଶ−͸ݔ− + ଶݔʹ + ͻݔଷ = ⇔ଷݔ− {−ͻݔଵ + ଶݔ͵ + ͳͷݔଷ = Ͳ−ʹݔଵ + ଶݔ + ଷݔ͵ = Ͳ−͸ݔଵ + ଶݔʹ + ͳͲݔଷ = Ͳ ⇔ ଵݔ͵−} + ଶݔ + ͷݔଷ = Ͳ−ʹݔଵ + ଶݔ + ଷݔ͵ = Ͳ−͵ݔଵ + ଶݔ + ͷݔଷ = Ͳ ⇔ ଵݔ͵−} + ଶݔ + ͷݔଷ = Ͳ−ʹݔଵ + ଶݔ + ଷݔ͵ = Ͳ⇔ ଶܮଵܮ − ଵܮ ଵݔ͵−} + ଶݔ + ͷݔଷ = Ͳݔଵ − ଷݔʹ = Ͳ ⇔ {−͸ݔଷ + ଶݔ + ͷݔଷ = Ͳݔଵ = ଷݔʹ ⇔ { ଶݔ = ଵݔଷݔ = ݔ ଷݔʹ = ሺʹݔଷ, ,ଷݔ ଷሻݔ =  ଷሺʹ,ͳ,ͳሻݔ
On prend ܿ = ሺʹ,ͳ,ͳሻ et on a ܧ−ଵ =  ሺܿሻݐܿ݁�

ܽߙ  .6 + ܾߚ + ܿߛ = Ͳℝయ ⇔ ሺ͵,Ͳ,ʹሻߙ + ሺͲ,ͳ,Ͳሻߚ + ሺʹ,ͳ,ͳሻߛ = ሺͲ,Ͳ,Ͳሻ ⇔ ߙ͵} + ߛʹ = Ͳߚ + ߛ = Ͳʹߙ + ߛ = Ͳ ⇔ ߙ} = Ͳߚ = Ͳߛ = Ͳ ሺܽ, ܾ, ܿሻ est une famille libre dans un espace vectoriel de dimension 3, c’est une base de ℝଷ. 
ሺܽሻݑ  .7 = Ͳℝయ , ሺܾሻݑ = ܽ, ሺܿሻݑ = −ܿ 

Donc ܣ′ = (Ͳ ͳ ͲͲ Ͳ ͲͲ Ͳ −ͳ) ܣ′ = ܲ−ଵܲܣ 
Où ܲ = (͵ Ͳ ʹͲ ͳ ͳʹ Ͳ ͳ) 

 
Allez à : Exercice 46 
 
Correction exercice 47.  

1. detሺܽ, ܾ, ܿ, ݀ሻ = | ͳ ͳ ʹ −ͳ−ͳ −ͳ −ʹ ʹͲ −ͳ ͳ ͲͲ Ͳ ͳ Ͳ | = − |
ͳ ͳ −ͳ−ͳ −ͳ ʹͲ −ͳ Ͳ | en développant par rapport à la dernière 

ligne. Puis detሺ݁ଵ′ , ݁ଶ′ , ݁ଷ′ , ݁ସ′ሻ = − | ͳ −ͳ−ͳ ʹ | = −ͳ, de nouveau en développant par rapport à la dernière 

ligne. Ce déterminant est non nul donc ሺ݁ଵ′ , ݁ଶ′ , ݁ଷ′ , ݁ସ′ሻ est une base de ℝସ. 
2.   

Les coordonnées de ݂ሺܽሻ dans la base ߚ sont : ൮−͸ −͵ Ͳ ͸͸ ͵ Ͳ −͸Ͳ Ͳ −͵ ͵Ͳ Ͳ Ͳ Ͳ )൮
ͳ−ͳͲͲ ) = ൮

−͵͵ͲͲ ) 

݂ሺܽሻ = −͵݁ଵ + ͵݁ଶ = −͵ሺ݁ଵ − ݁ଶሻ = −͵ܽ 

Les coordonnées de ݂ሺܾሻ dans la base ߚ sont : ൮−͸ −͵ Ͳ ͸͸ ͵ Ͳ −͸Ͳ Ͳ −͵ ͵Ͳ Ͳ Ͳ Ͳ )൮
ͳ−ͳ−ͳͲ ) = ൮−͵͵͵Ͳ ) 

݂ሺܾሻ = −͵݁ଵ + ͵݁ଶ + ͵݁ଷ = −͵ሺ݁ଵ − ݁ଶ − ݁ଷሻ = −͵ܾ 
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Les coordonnées de ݂ሺܿሻ dans la base ߚ sont : ൮−͸ −͵ Ͳ ͸͸ ͵ Ͳ −͸Ͳ Ͳ −͵ ͵Ͳ Ͳ Ͳ Ͳ )൮−ʹͳʹͳ ) = ൮ͲͲͲͲ) 

݂ሺܿሻ = Ͳℝర 
Les coordonnées de ݂ሺ݀ሻ dans la base ߚ sont : ൮−͸ −͵ Ͳ ͸͸ ͵ Ͳ −͸Ͳ Ͳ −͵ ͵Ͳ Ͳ Ͳ Ͳ )൮

−ͳʹͲͲ ) = ൮ͲͲͲͲ) 

݂ሺ݀ሻ = Ͳℝర 
ሺ݂ሻ′�ݐܽܯ .3 = ൮−͵ Ͳ Ͳ ͲͲ −͵ Ͳ ͲͲ Ͳ Ͳ ͲͲ Ͳ Ͳ Ͳ) 

Allez à : Exercice 47 
 
Correction exercice 48.  

1. detሺܽ, ܾ, ܿ, ݀ሻ = |−ͳ ͳ −ʹ ʹͳ −ʹ ͵ −ͳͲ −ͳ ͳ Ͳ−ͳ ͳ −ͳ ͳ | = |
−ͳ ͳ −ͳ ʹͳ −ʹ ͳ −ͳͲ −ͳ Ͳ Ͳ−ͳ ͳ Ͳ ͳ |, en additionnant , ܥଷ +  ଶܥ

Puis en développant par rapport à la troisième ligne : 

detሺܽ, ܾ, ܿ, ݀ሻ = −ሺ−ͳሻ ଵܥ ଶܥ ଷ|−ͳܥ −ͳ ʹͳ ͳ −ͳ−ͳ Ͳ ͳ | =
ଵܥ ଶܥ       ଷܥ + |ଵ|−ͳ    −ͳ           ͳͳ   ͳ       Ͳ−ͳ     Ͳ      Ͳܥ = ͳ ≠ Ͳ 

Donc ሺܽ, ܾ, ܿ, ݀ሻ est une base de ℝସ. 
2. ܲ = ൮−ͳ ͳ −ʹ ʹͳ −ʹ ͵ −ͳͲ −ͳ ͳ Ͳ−ͳ ͳ −ͳ ͳ ) 

ܺ = ܲܺ′ ⇔ ܲܺ′ = ܺ ⇔  }ସܮଷܮଶܮଵܮ
′ଵݔ−  + ′ଶݔ − ′ଷݔʹ + ′ସݔʹ = ′ଵݔଵݔ − ′ଶݔʹ + ′ଷݔ͵ − ′ସݔ = ′ଶݔ−         ଶݔ + ′ଷݔ             = ′ଵݔ−ଷݔ + ′ଶݔ − ′ଷݔ + ′ସݔ = ସݔ

⇔ ଶܮଵܮ + ସܮଷܮଵܮ +  }ଶܮ
′ଵݔ−  + ′ଶݔ − ′ଷݔʹ + ′ସݔʹ = ′ଶݔ−             ଵݔ + ′ଷݔ + ′ସݔ = ଵݔ + ′ଶݔ−         ଶݔ + ′ଷݔ             = ′ଶݔ−            ଷݔ + ′ଷݔʹ         = ଶݔ +  ସݔ

⇔ ଷܮଶܮଵܮ − ସܮଶܮ −  }ଶܮ
′ଵݔ−  + ′ଶݔ − ′ଷݔʹ + ′ସݔʹ = ′ଶݔ−           ଵݔ + ′ଷݔ + ′ସݔ = ଵݔ + ′ସݔ−                                  ଶݔ = ଵݔ− − ଶݔ + ′ଷݔ            ଷݔ − ′ସݔ = ଵݔ− + ସݔ  

′ସݔ ଷ donneܮ = ଵݔ + ଶݔ − ′ଷݔ ସ donneܮ ଷݔ = ଵݔ− + ସݔ + ′ସݔ = ଶݔ − ଷݔ + ′ଶݔ ଶ donneܮ ସݔ = ′ଷݔ + ′ସݔ − ଵݔ − ଶݔ = ଶݔ − ଷݔ + ସݔ + ଵݔ + ଶݔ − ଷݔ − ଵݔ − ଶݔ = ଶݔ − ଷݔʹ + ′ଵݔ ଵ donneܮ ସݔ = ′ଶݔ − ′ଷݔʹ + ′ସݔʹ − ଵݔ = ଶݔ − ଷݔʹ + ସݔ − ʹሺݔଶ − ଷݔ + ସሻݔ + ʹሺݔଵ + ଶݔ − ଷሻݔ − =ଵݔ ଵݔ + ଶݔ − ଷݔʹ −  ସݔ
D’où l’on déduit que ܲ−ଵ = ൮ͳ ͳ −ʹ −ͳͲ ͳ −ʹ ͳͲ ͳ −ͳ ͳͳ ͳ −ͳ Ͳ ) 
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3. Les coordonnées de ݑሺܽሻ dans la base ሺ݁ଵ, ݁ଶ, ݁ଷ, ݁ସሻ sont : ൮−͵ −ʹ ͵ Ͳ͵ ͳ −͵ −ͳͳ Ͳ −ͳ −ͳ−ͳ −ͳ ʹ −ͳ)൮
−ͳͳͲ−ͳ) = ൮ ͳ−ͳͲͳ ) 

Donc ݑሺܽሻ = ݁ଵ − ݁ଶ + ݁ସ = −ሺ݁ଵ + ݁ଶ − ݁ସሻ = −ܽ 

Les coordonnées de ݑሺܾሻ dans la base ሺ݁ଵ, ݁ଶ, ݁ଷ, ݁ସሻ sont : ൮−͵ −ʹ ͵ Ͳ͵ ͳ −͵ −ͳͳ Ͳ −ͳ −ͳ−ͳ −ͳ ʹ −ͳ)൮
ͳ−ʹ−ͳͳ ) = ൮−ʹ͵ͳ−ʹ) 

Donc ݑሺܾሻ = −ʹ݁ଵ + ͵݁ଶ + ݁ଷ − ʹ݁ସ = ܽ − ܾ 
 

Les coordonnées de ݑሺܿሻ dans la base ሺ݁ଵ, ݁ଶ, ݁ଷ, ݁ସሻ sont : ൮−͵ −ʹ ͵ Ͳ͵ ͳ −͵ −ͳͳ Ͳ −ͳ −ͳ−ͳ −ͳ ʹ −ͳ)൮
−ʹ͵ͳ−ͳ) = ൮−͵ͷ−ʹʹ) 

Donc ݑሺܿሻ = ͵݁ଵ − ͷ݁ଶ − ʹ݁ଷ + ʹ݁ସ = ܾ − ܿ 
Les coordonnées de ݑሺ݀ሻ dans la base ሺ݁ଵ, ݁ଶ, ݁ଷ, ݁ସሻ sont : ൮−͵ −ʹ ͵ Ͳ͵ ͳ −͵ −ͳͳ Ͳ −ͳ −ͳ−ͳ −ͳ ʹ −ͳ)൮−ʹͳͲͳ ) = ൮−ͶͶͳ−ʹ) 

Donc ݑሺ݀ሻ = −Ͷ݁ଵ + Ͷ݁ଶ + ݁ଷ − ʹ݁ସ = ܿ − ݀ 
4.  

� = ൮−ͳ ͳ Ͳ ͲͲ −ͳ ͳ ͲͲ Ͳ −ͳ ͳͲ Ͳ Ͳ −ͳ) 

Autre méthode  

� = ܲ−ଵܲܣ = ሺܲ−ଵܣሻܲ = ( 
 ൮ͳ ͳ −ʹ −ͳͲ ͳ −ʹ ͳͲ ͳ −ͳ ͳͳ ͳ −ͳ Ͳ )൮

−͵ −ʹ ͵ Ͳ͵ ͳ −͵ −ͳͳ Ͳ −ͳ −ͳ−ͳ −ͳ ʹ −ͳ)) 
 ൮−ͳ ͳ −ʹ ʹͳ −ʹ ͵ −ͳͲ −ͳ ͳ Ͳ−ͳ ͳ −ͳ ͳ ) 

= ൮−ͳ Ͳ Ͳ ʹͲ Ͳ ͳ Ͳͳ Ͳ Ͳ −ͳ−ͳ −ͳ ͳ Ͳ )൮
−ͳ ͳ −ʹ ʹͳ −ʹ ͵ −ͳͲ −ͳ ͳ Ͳ−ͳ ͳ −ͳ ͳ ) = ൮−ͳ ͳ Ͳ ͲͲ −ͳ ͳ ͲͲ Ͳ −ͳ ͳͲ Ͳ Ͳ −ͳ) 

 
5.  

ܰ = ൮Ͳ ͳ Ͳ ͲͲ Ͳ ͳ ͲͲ Ͳ Ͳ ͳͲ Ͳ Ͳ Ͳ), donc ܰ ଶ = ൮Ͳ ͳ Ͳ ͲͲ Ͳ ͳ ͲͲ Ͳ Ͳ ͳͲ Ͳ Ͳ Ͳ)൮
Ͳ ͳ Ͳ ͲͲ Ͳ ͳ ͲͲ Ͳ Ͳ ͳͲ Ͳ Ͳ Ͳ) = ൮Ͳ Ͳ ͳ ͲͲ Ͳ Ͳ ͳͲ Ͳ Ͳ ͲͲ Ͳ Ͳ Ͳ) 

Et ܰ ସ = ൮Ͳ Ͳ ͳ ͲͲ Ͳ Ͳ ͳͲ Ͳ Ͳ ͲͲ Ͳ Ͳ Ͳ)൮
Ͳ Ͳ ͳ ͲͲ Ͳ Ͳ ͳͲ Ͳ Ͳ ͲͲ Ͳ Ͳ Ͳ) = ൮Ͳ Ͳ Ͳ ͲͲ Ͳ Ͳ ͲͲ Ͳ Ͳ ͲͲ Ͳ Ͳ Ͳ) 

 
Comme ܣ = ܲ−ଵ�ܲ, ܣ + ܫ = ܲ�ܲ−ଵ + ଵ−ܲܫܲ = ܲሺ� + ሻܲ−ଵܫ = ܲܰܲ−ଵ 
Donc ሺܣ + ሻସܫ = ܲܰܲ−ଵܲܰܲ−ଵܲܰܲ−ଵܲܰܲ−ଵ = ܲܰସܲ−ଵ = ܱܲܲ−ଵ = ܱ, la matrice nulle. 

Allez à : Exercice 48 
 

Correction exercice 49.  

1.  
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ܽߙ + ܾߚ + ܿߛ + ݀ߜ = Ͳℝర ⇔ ସܮଷܮଶܮଵܮ {
+       ߙʹ− ߛʹ + ߜ͵ = Ͳ−ߙ + =                  ߚ Ͳ−ߙ         + ߛ + ߜ = Ͳ−ߙ − ߚ + ߛ + ߜʹ = Ͳ ⇔ ଶܮʹଵܮ − ଷܮʹଵܮ − ସܮʹଵܮ − ଶܮ {

+      ߙʹ− ߛʹ + ߜ͵ = Ͳ         ʹߚ − ߛʹ − ߜ͵ = Ͳ                             −ߜ = Ͳ        −ʹߚ           + ߜ = Ͳ
⇔ ߙ} = Ͳߛ = Ͳߜ = Ͳߚ = Ͳ 

Il s’agit d’une famille libre à Ͷ vecteurs dans un espace de dimension Ͷ, c’est une base de ℝସ. 
2. Les coordonnées de ݑሺܽሻ dans ߚ sont 

௔ܺܣ = ൮−͹ ͸ ͸ ͸Ͳ ʹ Ͳ Ͳ−͵ ͵ ʹ ͵−͸ ͵ ͸ ͷ)൮
−ʹ−ͳ−ͳ−ͳ) = ൮−Ͷ−ʹ−ʹ−ʹ) = ʹ൮

−ʹ−ͳ−ͳ−ͳ) = ʹܺ௔ 

Donc ݑሺܽሻ = ʹܽ 
Les coordonnées de ݑሺܾሻ dans ߚ sont 

௕ܺܣ = ൮−͹ ͸ ͸ ͸Ͳ ʹ Ͳ Ͳ−͵ ͵ ʹ ͵−͸ ͵ ͸ ͷ)൮
ͲͳͲͳ) = ൮

ͲʹͲʹ) = ʹ൮ͲͳͲͳ) = ʹܺ௕ 
Donc ݑሺܾሻ = ʹܾ 
Les coordonnées de ݑሺܿሻ dans ߚ sont 

௖ܺܣ = ൮−͹ ͸ ͸ ͸Ͳ ʹ Ͳ Ͳ−͵ ͵ ʹ ͵−͸ ͵ ͸ ͷ)൮Ͳʹͳͳ) = ൮
−Ͳʹ−ͳ−ͳ) = −൮Ͳʹͳͳ) = −ܺ௖ 

Donc ݑሺܿሻ = −ܿ 
Les coordonnées de ݑሺܿሻ dans ߚ sont 

ௗܺܣ = ൮−͹ ͸ ͸ ͸Ͳ ʹ Ͳ Ͳ−͵ ͵ ʹ ͵−͸ ͵ ͸ ͷ)൮Ͳ͵ͳʹ) = ൮
−Ͳ͵−ͳ−ʹ) = −൮Ͳ͵ͳʹ) = −ܺௗ 

Donc ݑሺ݀ሻ = −݀ 
3.  

ܦ = ሻݑሺ′�ݐܽܯ = ሺܽሻݑ ሺܾሻݑ ሺܿሻݑ ሺ݀ሻݑ
൮ʹ    Ͳ   Ͳ       ͲͲ    ʹ   Ͳ       ͲͲ    Ͳ   −ͳ       ͲͲ    Ͳ   Ͳ     −ͳ)

 ܾܽ
ܿ݀  

4.  

ܲ = ൮−ʹ Ͳ ʹ ͵−ͳ ͳ Ͳ Ͳ−ͳ Ͳ ͳ ͳ−ͳ ͳ ͳ ʹ) 

5.  

ܻ = ܲܺ ⇔⇔ ସܮଷܮଶܮଵܮ {
ଵݔʹ−        + ଷݔʹ + ସݔ͵ = ଵݔ−ଵݕ + ଶݔ                         = ଵݔ−ଶݕ            + ଷݔ + ସݔ = ଵݔ−ଷݕ − ଶݔ + ଷݔ + ସݔʹ = ସݕ

⇔ ଶܮʹଵܮ − ଷܮʹଵܮ − ସܮʹଵܮ − ଵܮ {
ଵݔʹ−           + ଷݔʹ + ସݔ͵ = ଶݔʹ                           ଵݕ − ଷݔʹ − ସݔ͵ = ଵݕ− + ସݔ−                           ଶݕʹ = ଵݕ− + ଶݔʹ−  ଷݕʹ              + ସݔ = ଵݕ− + ସݕʹ  
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D’après ܮଷ  ݔସ = ଵݕ −  ଷݕʹ
Ce que l’on remplace dans ܮସ −ʹݔଶ + ଵݕ − ଷݕʹ = ଵݕ− + ସݕʹ ⇔ ଶݔʹ− = ଵݕʹ− + ଷݕʹ + ସݕʹ ⇔ ଶݔ = ଵݕ − ଷݕ −  ସݕ
On remplace ces deux résultats dans ܮଶ ʹሺݕଵ − ଷݕ − ସሻݕ − ଷݔʹ − ͵ሺݕଵ − ଷሻݕʹ = ଵݕ− + ଶݕʹ ⇔ ଷݔʹ− = ଶݕʹ − Ͷݕଷ + ⇔ ସݕʹ ଷݔ = ଶݕ− + ଷݕʹ −  ସݕ
Et enfin on remet le tout dans ܮଵ  −ʹݔଵ + ʹሺ−ݕଶ + ଷݕʹ − ସሻݕ + ͵ሺݕଵ − ଷሻݕʹ = ଵݕ ⇔ ଵݔʹ− = ଵݕʹ− + ଶݕʹ + ଷݕʹ + ⇔ ସݕʹ ଵݔ = ଵݕ − ଶݕ − ଷݕ −  ସݕ
Donc  

ଵݔ} = ଵݕ − ଶݕ − ଷݕ − ଶݔସݕ = ଵݕ − ଷݕ − ଷݔସݕ = ଶݕ− + ଷݕʹ − ସݔସݕ = ଵݕ − ଷݕʹ ⇔൮ݔଵݔଶݔଷݔସ) = ൮ͳ −ͳ −ͳ −ͳͳ Ͳ −ͳ −ͳͲ −ͳ ʹ −ͳͳ Ͳ −ʹ Ͳ )൮
 (ସݕଷݕଶݕଵݕ

Donc 

ܲ−ଵ = ൮ͳ −ͳ −ͳ −ͳͳ Ͳ −ͳ −ͳͲ −ͳ ʹ −ͳͳ Ͳ −ʹ Ͳ ) 

6.  

ܲ−ଵܲܣ = ܲ−ଵ൮−͹ ͸ ͸ ͸Ͳ ʹ Ͳ Ͳ−͵ ͵ ʹ ͵−͸ ͵ ͸ ͷ)൮
−ʹ Ͳ ʹ ͵−ͳ ͳ Ͳ Ͳ−ͳ Ͳ ͳ ͳ−ͳ −ͳ ͳ ʹ) = ൮ͳ −ͳ −ͳ −ͳͳ Ͳ −ͳ −ͳͲ −ͳ ʹ −ͳͳ Ͳ −ʹ Ͳ )൮

−Ͷ Ͳ −ʹ −͵−ʹ ʹ Ͳ Ͳ−ʹ Ͳ −ͳ −ͳ−ʹ −ʹ −ͳ −ʹ)
= ൮ʹ    Ͳ   Ͳ       ͲͲ    ʹ   Ͳ       ͲͲ    Ͳ   −ͳ       ͲͲ    Ͳ   Ͳ     −ͳ) 

Allez à : Exercice 49 
 
Correction exercice 50.  

1. ܿ = ሺܾሻݑ = ሺ݁ଵሻݑ = eଵ + eଶ, voir la matrice. 

Les coordonnées de ݀ = sont : ൮ͳ ߚ ሺܿሻ dans la baseݑ Ͳ −ͳ ͳͳ Ͳ −ͳ ͳͲ ͳ −ͳ ͳͲ ͳ −ͳ Ͳ)൮
ͳͳͲͲ) = ൮

ͳͳͳͳ) 

detሺܽ, ܾ, ܿ, ݀ሻ = |ͳ ͳ ͳ ͳͳ Ͳ ͳ ͳͳ Ͳ Ͳ ͳͲ Ͳ Ͳ ͳ| = |ͳ ͳ ͳͳ Ͳ ͳͳ Ͳ Ͳ| 
En développant par rapport à la quatrième colonne. detሺܽ, ܾ, ܿ, ݀ሻ = |ͳ ͳ ͳͳ Ͳ ͳͳ Ͳ Ͳ| = |ͳ ͳͲ ͳ| = ͳ ≠ Ͳ 

En développant par rapport à la troisième ligne. 
Donc ሺܽ, ܾ, ܿ, ݀ሻ est une base de ℝସ. 

2. ܲ = ൮ͳ ͳ ͳ ͳͳ Ͳ ͳ ͳͳ Ͳ Ͳ ͳͲ Ͳ Ͳ ͳ) 
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ܺ = ܲܺ′ ⇔ ܲܺ′ = ܺ ⇔ { 
′ଵݔ  + ′ଶݔ + ′ଷݔ + ′ସݔ = ′ଵݔଵݔ + ′ଷݔ + ′ସݔ = ′ଵݔଶݔ + ′ସݔ = ′ସݔଷݔ = ସݔ  

⇔ { 
′ଶݔ  = ଵݔ − ′ଵݔ − ′ଷݔ − ′ସݔ = ଵݔ − ሺݔଷ − ସሻݔ − ሺݔଶ − ଷሻݔ − ′ଷݔସݔ = ଶݔ − ′ଵݔ − ′ସݔ = ଶݔ − ′ଵݔଷݔ = ଷݔ − ′ସݔ = ଷݔ − ′ସݔସݔ = ସݔ ⇔ { 

′ଵݔ  = ଷݔ − ′ଶݔସݔ = ଵݔ − ′ଷݔଶݔ = ଶݔ − ′ସݔଷݔ = ସݔ  

Donc ܲ −ଵ = ൮Ͳ Ͳ ͳ −ͳͳ −ͳ Ͳ ͲͲ ͳ −ͳ ͲͲ Ͳ Ͳ ͳ )   

3. Les coordonnées de ݑሺܽሻ dans la base ߚ sont ൮ͳ Ͳ −ͳ ͳͳ Ͳ −ͳ ͳͲ ͳ −ͳ ͳͲ ͳ −ͳ Ͳ)൮
ͳͳͳͲ) = ൮

ͲͲͲͲ) 

Donc ݑሺܽሻ = Ͳℝర ݑሺܾሻ = ܿ, on a aussi ݑሺܾሻ = ݁ଵ + ݁ଶ c’est donné par la deuxième colonne de la matrice, on en aura 
besoin plus tard. 

ሺܿሻݑ  = ሺܾሻ൯ݑ)ݑ = ଶሺܾሻݑ = ሺ݀ሻݑ ,݀ = ଶሺܾሻ൯ݑ)ݑ = ሺܾሻሻ൯ݑ)ଶݑ = ଶሺ݁ଵݑ + ݁ଶሻ = ሺ݁ଵሻݑ)ݑ + ሺ݁ଶሻ൯ݑ = ሺ݁ଵݑ + ݁ଶ + ݁ଷ + ݁ସሻ= ሺ݁ଵሻݑ + ሺ݁ଶሻݑ + ሺ݁ଷሻݑ + ሺ݁ସሻݑ = ݁ଵ = ܽ 
Il suffit de faire la somme des quatre colonnes pour trouver les coordonnées de ݑሺ݀ሻ dans la base ߚ. 

4.  

ܰ = ൮Ͳ Ͳ Ͳ ͳͲ Ͳ Ͳ ͲͲ ͳ Ͳ ͲͲ Ͳ ͳ Ͳ) 

5.  

ܰଶ = ൮Ͳ Ͳ Ͳ ͳͲ Ͳ Ͳ ͲͲ ͳ Ͳ ͲͲ Ͳ ͳ Ͳ)൮
Ͳ Ͳ Ͳ ͳͲ Ͳ Ͳ ͲͲ ͳ Ͳ ͲͲ Ͳ ͳ Ͳ) = ൮Ͳ Ͳ ͳ ͲͲ Ͳ Ͳ ͲͲ Ͳ Ͳ ͲͲ ͳ Ͳ Ͳ) 

ܰସ = ൮Ͳ Ͳ ͳ ͲͲ Ͳ Ͳ ͲͲ Ͳ Ͳ ͲͲ ͳ Ͳ Ͳ)൮
Ͳ Ͳ ͳ ͲͲ Ͳ Ͳ ͲͲ Ͳ Ͳ ͲͲ ͳ Ͳ Ͳ) = ൮Ͳ Ͳ Ͳ ͲͲ Ͳ Ͳ ͲͲ Ͳ Ͳ ͲͲ Ͳ Ͳ Ͳ) 

Or ܣ = ܲܰܲ−ଵ donc ܣସ = ሺܲܰܲ−ଵሻସ = ܲܰܲ−ଵܲܰܲ−ଵܲܰܲ−ଵܲܰܲ−ଵ = ܲܰସܲ−ଵ = ܱ 
6. Soit ݔ א ℝସ, il s’exprime sous la forme ݔ = ܽ′ଵݔ + ܾ′ଶݔ + ′ଷݔ ܿ +  ? ′ߚ ସ′݀ dans la baseݔ

ݔ א kerሺݑሻ ⇔ ሻݔሺݑ = Ͳℝర ⇔ ܰܺ′ = ܱ ⇔ ൮Ͳ Ͳ Ͳ ͳͲ Ͳ Ͳ ͲͲ ͳ Ͳ ͲͲ Ͳ ͳ Ͳ)( 
= (′ସݔ′ଷݔ′ଶݔ′ଵݔ ൮ͲͲͲͲ) ⇔ ൮ݔସ′Ͳݔଶ′ݔଷ′) = ൮ͲͲͲͲ) 

Donc ݔ =  .ܽ ሻ est la droite vectorielle engendrée par le vecteurݑଵ′ܽ, kerሺݔ

ሻݑሺ݉ܫ .7 = ,ሺܽሻݑ)ݐܿ݁� ,ሺܾሻݑ ,ሺܿሻݑ ሺ݀ሻ൯ݑ = ሺͲℝరݐܿ݁� , ܿ, ݀, ܽሻ = ,ሺܽݐܿ݁� ܿ, ݀ሻ ሺܽ, ܿ, ݀ሻ est une famille (car ሺܽ, ܾ, ܿ, ݀ሻ est libre) et génératrice de ݉ܫሺݑሻ, c’est une base de ݉ܫሺݑሻ. 
Allez à : Exercice 50 
 
Correction exercice 51.   

1. Soit ݔ = ሺݔଵ, ,ଶݔ ,ଷݔ ସሻݔ א kerሺݑሻ 
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ሻݔሺݑ = Ͳℝర ⇔ { ଵݔ− − ଶݔ = ͲͲ = Ͳ−ʹݔଵ − ଷݔ + ସݔ = Ͳ−ݔଵ = Ͳ ⇔ { ଵݔ = Ͳݔଶ = Ͳݔଷ = ݔ ସݔ = ሺͲ,Ͳ, ,ସݔ ସሻݔ =  ସሺͲ,Ͳ,ͳ,ͳሻݔ
On pose ܽ = ሺͲ,Ͳ,ͳ,ͳሻ 

2. On cherche les vecteurs ݔ = ሺݔଵ, ,ଶݔ ,ଷݔ ܽ ସሻ tels queݔ =  ሻݔሺݑ
ሻݔሺݑ = ܽ ⇔ ܺܣ = ܺ௔ ⇔ ൮−ͳ −ͳ Ͳ ͲͲ Ͳ Ͳ Ͳ−ʹ Ͳ −ͳ ͳ−ͳ Ͳ Ͳ Ͳ)൮

(ସݔଷݔଶݔଵݔ = ൮ͲͲͳͳ) ⇔ { ଵݔ− − ଶݔ = ͲͲ = Ͳ−ʹݔଵ − ଷݔ + ସݔ = ͳ−ݔଵ = ͳ⇔ { ଵݔ = −ͳݔଶ = ͳݔସ = ͳ +  ଷݔ
On prend un ݔଷ quelconque, ݔଷ = Ͳ par exemple 
On pose ܾ = ሺ−ͳ,ͳ,Ͳ,ͳሻ 

3.  Première méthode 
En regardant la matrice, il est clair que ݑሺ݁ଷሻ = −݁ଷ, donc ܿ = ݁ଷ convient 
Deuxième méthode 
On cherche les vecteurs ݔ = ሺݔଵ, ,ଶݔ ,ଷݔ ሻݔሺݑ ସሻ tels queݔ =  ݔ−

ሻݔሺݑ = ݔ− ⇔ { ଵݔ− − ଶݔ = ଵͲݔ− = ଵݔʹ−ଶݔ− − ଷݔ + ସݔ = ଵݔ−ଷݔ− = ସݔ− ⇔ { ଶݔ = Ͳݔସ = ସݔଵݔ = ଵݔʹ ⇔ ଵݔ = ଶݔ = ସݔ = Ͳ 

ݔ = ሺͲ,Ͳ, ,ଷݔ Ͳሻ = ଷሺͲ,Ͳ,ͳ,Ͳሻݔ =  ଷ݁ଷݔ
4.   

detሺܽ, ܾ, ܿ, ݀ሻ = |Ͳ −ͳ Ͳ ͳͲ ͳ Ͳ Ͳͳ Ͳ ͳ ͳͳ ͳ Ͳ ͳ| = |Ͳ Ͳ ͳͳ ͳ ͳͳ Ͳ ͳ| 
En  développant par rapport à la deuxième ligne 

detሺܽ, ܾ, ܿ, ݀ሻ = |Ͳ −ͳ Ͳ ͳͲ ͳ Ͳ Ͳͳ Ͳ ͳ ͳͳ ͳ Ͳ ͳ| = |ͳ ͳͳ Ͳ| = −ͳ ≠ Ͳ 

En  développant par rapport à la première ligne 
Par conséquent ߚ′ est une base de ℝସ. 

5. Les coordonnées de ݑሺ݀ሻ dans la base ߚ sont 

ௗܺܣ = ൮−ͳ −ͳ Ͳ ͲͲ Ͳ Ͳ Ͳ−ʹ Ͳ −ͳ ͳ−ͳ Ͳ Ͳ Ͳ)൮
ͳͲͳͳ) = ൮

−ͳͲ−ʹ−ͳ) = −൮
ͲͲͳͲ) − ൮

ͳͲͳͳ) = ܺ௖ − ܺௗ 

Donc ݑሺ݀ሻ = −ܿ − ݀ 
6. On en déduit que 
 

� = ൮Ͳ ͳ Ͳ ͲͲ Ͳ Ͳ ͲͲ Ͳ −ͳ −ͳͲ Ͳ Ͳ −ͳ) 

7. Le rang de ܣ est le même que celui de �, la matrice � a trois colonnes libres, (les seconde, troisième et 
quatrième) donc son rang est 3, donc le rang de ܣ est ͵ . 
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8.   
Les coordonnées de ݑሺ݂ሻ dans la base ߚ sont 

ܣ ௙ܺ = ൮−ͳ −ͳ Ͳ ͲͲ Ͳ Ͳ Ͳ−ʹ Ͳ −ͳ ͳ−ͳ Ͳ Ͳ Ͳ)൮−ʹͳ−ͳͳ ) = ൮
−ͳͲ−ʹ−ʹ) 

Donc ݑሺ݂ሻ = −݁ଵ − ʹ݁ଷ − ʹ݁ସ 
Les coordonnées de ݑଶሺ݂ሻ dans la base ߚ sont 

ଶܣ ௙ܺ = ൮−ͳ −ͳ Ͳ ͲͲ Ͳ Ͳ Ͳ−ʹ Ͳ −ͳ ͳ−ͳ Ͳ Ͳ Ͳ)൮
−ͳͲ−ʹ−ʹ) = ൮ͳͲʹͳ) 

Donc ݑଶሺ݂ሻ = ݁ଵ + ʹ݁ଷ + ݁ସ 
Les coordonnées de ݑଷሺ݂ሻ dans la base ߚ sont 

ଷܣ ௙ܺ = ଶܣ)ܣ ௙ܺ൯ = ൮−ͳ −ͳ Ͳ ͲͲ Ͳ Ͳ Ͳ−ʹ Ͳ −ͳ ͳ−ͳ Ͳ Ͳ Ͳ)൮
ͳͲʹͳ) = ܣ)ܣ ௙ܺ൯ = ൮−ͳͲ−͵−ͳ) 

Donc ݑଷሺ݂ሻ = −ʹ݁ଵ − Ͷ݁ଷ − ʹ݁ସ det(݂, ,ሺ݂ሻݑ ,ଶሺ݂ሻݑ ଷሺ݂ሻ൯ݑ = | ʹ −ͳ ͳ −ͳ−ͳ Ͳ Ͳ Ͳ−ͳ −ʹ ʹ −͵ͳ −ʹ ͳ −ͳ| = |
−ͳ ͳ −ͳ−ʹ −ʹ −͵−ʹ ͳ −ͳ| 

En développant par rapport à la deuxième ligne, puis en remplaçant la deuxième colonne par elle-même  
plus la première colonne et la troisième par elle-même moinss la première colonne  det(݂, ,ሺ݂ሻݑ ,ଶሺ݂ሻݑ ଷሺ݂ሻ൯ݑ = |−ͳ Ͳ Ͳ−ʹ −Ͷ −ͳ−ʹ −ͳ ͳ | = − |−Ͷ −ͳ−ͳ ͳ | = ͷ ≠ Ͳ 

Donc (݂, ,ሺ݂ሻݑ ,ଶሺ݂ሻݑ  ଷሺ݂ሻ൯ est une base de ℝସݑ
 

9.   
Les coordonnées de ݑସሺ݂ሻ dans la base ߚ sont 

ସܣ ௙ܺ = ൮−ͳ −ͳ Ͳ ͲͲ Ͳ Ͳ Ͳ−ʹ Ͳ −ͳ ͳ−ͳ Ͳ Ͳ Ͳ)൮
−ͳͲ−͵−ͳ) = ൮

ͳͲͶͳ) = −ʹ൮−ͳͲ−͵−ͳ) − ൮
ͳͲʹͳ) 

Ce qui montre que ݑସሺ݂ሻ = ଷሺ݂ሻݑʹ− −  ଶሺ݂ሻݑ
ܥ = ൮Ͳ Ͳ Ͳ Ͳͳ Ͳ Ͳ ͲͲ ͳ Ͳ −ͳͲ Ͳ ͳ −ʹ)

௨ሺ௙ሻ ௨మሺ௙ሻ ௨యሺ௙ሻ ௨రሺ௙ሻ  ଷሺ݂ሻݑଶሺ݂ሻݑሺ݂ሻݑ݂
10. Soit ܳ  la matrice de passage de ߚ à ܥ ′′ߚ = ܳ−ଵܳܣ ⇔ ܣ =  ଵ−ܳܥܳ

D’autre part ܣ = ܲ�ܲ−ଵ 
Donc  ܲ�ܲ−ଵ =  ଵ−ܳܥܳ
Ce qui entraine que � = ܲ−ଵܳܳܥ−ଵܲ = ሺܳ−ଵܲሻ−ଵܥሺܳ−ଵܲሻ 
Soit ܴ = ܳ−ଵܲ 

Allez  à : Exercice 51 
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Correction exercice 52.   
1. Soit ݔ = ሺݔଵ, ,ଶݔ ,ଷݔ ସሻݔ א kerሺݑሻ 

ሻݔሺݑ א kerሺݑሻ ⇔ ൮͵ −ͳ ͳ −͵ͳ ͳ −ͳ −ͳͲ ͳ −ͳ Ͳͳ Ͳ Ͳ −ͳ)൮
(ସݔଷݔଶݔଵݔ = ൮ͲͲͲͲ) ⇔ ଵݔ͵} − ଶݔ + ଷݔ − ସݔ͵ = Ͳݔଵ + ଶݔ − ଷݔ − ସݔ = Ͳݔଶ − ଷݔ = Ͳݔଵ − ସݔ = Ͳ

⇔ ଵݔ͵} − ଶݔ + ଷݔ − ସݔ͵ = Ͳݔଵ + ଶݔ − ଷݔ − ସݔ = Ͳݔଶ = ଵݔଷݔ = ସݔ ⇔ ଶݔ−} + ଷݔ = Ͳݔଵ − ସݔ = Ͳݔଶ = ଵݔଷݔ = ସݔ ⇔ ଵݔ} = ଶݔସݔ =  ଷݔ
Donc ݔ = ሺݔସ, ,ଷݔ ,ଷݔ ସሻݔ = ଷሺͲ,ͳ,ͳ,Ͳሻݔ +  ସሺͳ,Ͳ,Ͳ,ͳሻݔ
On pose ܽ = ሺͲ,ͳ,ͳ,Ͳሻ et ܾ = ሺͳ,Ͳ,Ͳ,ͳሻ, c’est deux vecteurs engendrent kerሺݑሻ et ils ne sont 
proportionnels, ils forment une famille libre et génératrice de kerሺݑሻ, c’est une base. 

2. Soit ݔ = ሺݔଵ, ,ଶݔ ,ଷݔ ସሻݔ א ሻݔሺݑ ଵܧ א ଵܧ ⇔ ൮͵ −ͳ ͳ −͵ͳ ͳ −ͳ −ͳͲ ͳ −ͳ Ͳͳ Ͳ Ͳ −ͳ)൮
(ସݔଷݔଶݔଵݔ = ൮ݔଵݔଶݔଷݔସ) ⇔ ଵݔ͵} − ଶݔ + ଷݔ − ସݔ͵ = ଵݔଵݔ + ଶݔ − ଷݔ − ସݔ = ଶݔଶݔ − ଷݔ = ଵݔଷݔ − ସݔ = ସݔ

⇔ ଵݔʹ} − ଶݔ + ଷݔ − ସݔ͵ = Ͳݔଵ − ଷݔ − ସݔ = Ͳݔଶ − ଷݔʹ = Ͳݔଵ − ସݔʹ = Ͳ ⇔ {Ͷݔସ − ଷݔʹ + ଷݔ − ସݔ͵ = Ͳʹݔସ − ଷݔ − ସݔ = Ͳݔଶ = ଵݔଷݔʹ = ସݔʹ ⇔ { ଷݔ − ସݔ = Ͳ−ݔଷ − ସݔ = Ͳݔଶ = ଵݔଷݔʹ = ⇔ସݔʹ ଵݔ} = ଶݔସݔʹ = ଷݔସݔʹ = ସݔ  

Donc ݔ = ሺʹݔସ, ,ସݔʹ ,ସݔ ସሻݔ = ସݔ = ሺʹ,ʹ,ͳ,ͳሻ par conséquent si on pose ܿ = ሺʹ,ʹ,ͳ,ͳሻ on a ܧଵ  ሺܿሻݐܿ݁ݒ=
3. La matrice de kerሺሺݑ − �݀ሻଶሻdans la base ߚ est ሺܣ −  ሻଶܫ

ሺܣ − ሻଶܫ = ൮ʹ −ͳ ͳ −͵ͳ Ͳ −ͳ −ͳͲ ͳ −ʹ Ͳͳ Ͳ Ͳ −ʹ)൮
ʹ −ͳ ͳ −͵ͳ Ͳ −ͳ −ͳͲ ͳ −ʹ Ͳͳ Ͳ Ͳ −ʹ) = ൮Ͳ −ͳ ͳ ͳͳ −ʹ ͵ −ͳͳ −ʹ ͵ −ͳͲ −ͳ ͳ ͳ ) 

Donc  

ݔ = ሺݔଵ, ,ଶݔ ,ଷݔ ସሻݔ א kerሺሺݑ − �݀ሻଶሻ ⇔ ൮Ͳ −ͳ ͳ ͳͳ −ʹ ͵ −ͳͳ −ʹ ͵ −ͳͲ −ͳ ͳ ͳ )൮
(ସݔଷݔଶݔଵݔ = ൮

ͲͲͲͲ)
⇔ { ଶݔ− + ଷݔ + ସݔ = Ͳݔଵ − ଶݔʹ + ଷݔ͵ − ସݔ = Ͳݔଵ − ଶݔʹ + ଷݔ͵ − ସݔ = Ͳ−ݔଶ + ଷݔ + ସݔ = Ͳ ⇔ ଵݔ} − ଶݔʹ + ଷݔ͵ − ସݔ = Ͳ−ݔଶ + ଷݔ + ସݔ = Ͳ ⇔ ଵݔ} = ଶݔʹ − ଷݔ͵ + ଶݔସݔ = ଷݔ + ସݔ
⇔ ଵݔ} = ଷݔʹ + ସݔʹ − ଷݔ͵ + ସݔ = ଷݔ− + ଶݔସݔ͵ = ଷݔ + ସݔ  

Donc ݔ = ሺ−ݔଷ + ,ସݔ͵ ଷݔ + ,ସݔ ,ଷݔ ସሻݔ = ଷሺ−ͳ,ͳ,ͳ,Ͳሻݔ +  ସሺ͵,ͳ,Ͳ,ͳሻݔ
Le tout est de ne pas prendre ݔଷ =  ସ sinon on retombe un vecteur proportionnel à ሺʹ,ʹ,ͳ,ͳሻ on prendݔ
n’importe que quoi d’autre par exemple ݔଷ = ͳ et ݔସ = Ͳ 
Ensuite on regarde les coordonnées de ݀ = ሺ−ͳ,ͳ,ͳ,Ͳሻ dans la base canonique 
soit ܺܣௗ 

ௗܺܣ = ൮͵ −ͳ ͳ −͵ͳ ͳ −ͳ −ͳͲ ͳ −ͳ Ͳͳ Ͳ Ͳ −ͳ)൮
−ͳͳͳͲ ) = ൮−͵−ͳͲ−ͳ) = −൮

ʹʹͳͳ) + ൮
−ͳͳͳͲ ) = −ܺ௖ + ܺௗ 
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4.   

detሺܽ, ܾ, ܿ, ݀ሻ = |ͳ Ͳ ʹ −ͳͲ ͳ ʹ ͳͲ ͳ ͳ ͳͳ Ͳ ͳ Ͳ | 
En soustrayant la quatrième colonne avec la seconde 

detሺܽ, ܾ, ܿ, ݀ሻ = |ͳ Ͳ ʹ −ͳͲ ͳ ʹ ͲͲ ͳ ͳ Ͳͳ Ͳ ͳ Ͳ | = − |Ͳ ͳ ʹͲ ͳ ͳͳ Ͳ ͳ| = − |ͳ ʹͳ ͳ| = ͳ ≠ Ͳ 

Donc ሺܽ, ܾ, ܿ, ݀ሻ est une base de ℝସ. 
5.   

� = ൮Ͳ Ͳ Ͳ ͲͲ Ͳ Ͳ ͲͲ Ͳ ͳ −ͳͲ Ͳ Ͳ ͳ ) 

Allez à : Exercice 52 
 
Correction exercice 53.   

1.  

ݔ = ሺݔଵ, ,ଶݔ ,ଷݔ ସሻݔ א kerሺݑሻ ⇔ ሻݔሺݑ = Ͳℝర ⇔ ܺܣ = ܱ ⇔ ൮ ʹ −ͳ Ͳ ͳͳ Ͳ Ͳ ͳͲ Ͳ ͳ Ͳ−͵ ͳ Ͳ −ʹ)൮
(ସݔଷݔଶݔଵݔ = ൮ͲͲͲͲ)

⇔ { ଵݔʹ − ଶݔ + ସݔ = Ͳݔଵ + ସݔ = Ͳݔଷ = Ͳ−͵ݔଵ + ଶݔ − ସݔʹ = Ͳ ⇔ { ଵݔʹ − ଶݔ + ସݔ = Ͳݔଵ = ଷݔସݔ− = Ͳ−͵ݔଵ + ଶݔ − ସݔʹ = Ͳ ⇔ ସݔʹ−} − ଶݔ + ସݔ = Ͳݔଵ = ଷݔସݔ− = Ͳ͵ݔସ + ଶݔ − ସݔʹ = Ͳ
⇔ ଶݔ} = ଵݔସݔ− = ଷݔସݔ− = Ͳݔଶ = ݔ ସݔ− = ሺݔଵ, ,ଶݔ ,ଷݔ ସሻݔ = ሺ−ݔସ, ,ସݔ− Ͳ, ସሻݔ = ܽ ସሺ−ͳ,−ͳ,Ͳ,ͳሻݔ = ሺ−ͳ,−ͳ,Ͳ,ͳሻ engendre kerሺݑሻ. 

ሺͲℝరሻݑ .2 = Ͳℝర = Ͳℝర, donc Ͳℝరߣ א  �ܧ
Soient ݔ et ݕ deux vecteurs de ܧ�, on a ݑሺݔሻ = ݂ et ݔߣ ሺݕሻ =  ݕߣ
Par conséquent ݑሺݔߙ + ሻݕߚ = ሻݔሺݑߙ + ሻݕሺݑߚ = ݔߣߙ + ݕߣߚ = ݔߙሺߣ +  ሻݕߚ
Ce qui montre que ݔߙ + ݕߚ א  .est un sous-espace vectoriel de ℝସ �ܧ �ܧ

3.   

ݔ = ሺݔଵ, ,ଶݔ ,ଷݔ ସሻݔ א ଵ−ܧ ⇔ ሻݔሺݑ = ݔ− ⇔ ܺܣ = −ܺ ⇔ ൮ ʹ −ͳ Ͳ ͳͳ Ͳ Ͳ ͳͲ Ͳ ͳ Ͳ−͵ ͳ Ͳ −ʹ)൮
(ସݔଷݔଶݔଵݔ = −൮ݔଵݔଶݔଷݔସ)

⇔ { ଵݔʹ − ଶݔ + ସݔ = ଵݔଵݔ− + ସݔ = ଷݔଶݔ− = ଵݔ͵−ଷݔ− + ଶݔ − ସݔʹ = ସݔ− ⇔ { ଵݔ͵ − ଶݔ + ସݔ = Ͳݔଵ + ଶݔ + ସݔ = Ͳʹݔଷ = Ͳ−͵ݔଵ + ଶݔ − ସݔ = Ͳ ⇔ ଵݔ͵} − ଶݔ + ସݔ = Ͳݔଵ + ଶݔ + ସݔ = Ͳʹݔଷ = Ͳ
⇔ ଶܮ + ଵܮ ଵݔ͵} − ଶݔ + ସݔ = ͲͶݔଵ + ସݔʹ = Ͳݔଷ = Ͳ ⇔ ଵݔ͵} − ଶݔ + ସݔ = Ͳݔସ = ଷݔଵݔʹ− = Ͳ ⇔ { ଶݔ = ସݔଵݔ = ଷݔଵݔʹ− = Ͳ ݔ  = ሺݔଵ, ,ଶݔ ,ଷݔ ସሻݔ = ሺݔଵ, ,ଵݔ Ͳ, ଵሻݔʹ− = ,ଵሺͳ,ͳ,Ͳݔ −ʹሻ 



Applications linéaires, matrices, déterminants   Pascal Lainé 

 

61 

 

ܾ = ሺͳ,ͳ,Ͳ, −ʹሻ engendre ܧ−ଵ. 
ݔ = ሺݔଵ, ,ଶݔ ,ଷݔ ସሻݔ א ଵܧ ⇔ ሻݔሺݑ = ݔ ⇔ ܺܣ = ܺ ⇔ ൮ ʹ −ͳ Ͳ ͳͳ Ͳ Ͳ ͳͲ Ͳ ͳ Ͳ−͵ ͳ Ͳ −ʹ)൮

(ସݔଷݔଶݔଵݔ = ൮ݔଵݔଶݔଷݔସ)
⇔ { ଵݔʹ − ଶݔ + ସݔ = ଵݔଵݔ + ସݔ = ଷݔଶݔ = ଵݔ͵−ଷݔ + ଶݔ − ସݔʹ = ସݔ ⇔ { ଵݔ − ଶݔ + ସݔ = Ͳݔଵ − ଶݔ + ସݔ = ͲͲ = Ͳ−͵ݔଵ + ଶݔ − ସݔ͵ = Ͳ ⇔ ଶܮଵܮ { ଵݔ − ଶݔ + ସݔ = Ͳ−͵ݔଵ + ଶݔ − ସݔ͵ = Ͳ
⇔ ଶܮଵܮ + ଶܮ͵ ଵݔ} − ଶݔ + ସݔ = Ͳ−ʹݔଶ = Ͳ ⇔ ଵݔ} = ଶݔସݔ− = Ͳ ݔ  = ሺݔଵ, ,ଶݔ ,ଷݔ ସሻݔ = ሺ−ݔସ, Ͳ, ,ଷݔ ସሻݔ = ଷሺͲ,Ͳ,ͳ,Ͳሻݔ +  ସሺ−ͳ,Ͳ,Ͳ,ͳሻݔ

On pose ܿ = ሺͲ,Ͳ,ͳ,Ͳሻ et ݀ = ሺ−ͳ,Ͳ,Ͳ,ͳሻ, ሺܿ, ݀ሻ engendrent ܧଵ, de plus ils ne sont pas proportionnels, 
donc ils forment une famille libre, c’est une base de ܧଵ. 

4. Première méthode 

detሺܽ, ܾ, ܿ, ݀ሻ = |−ͳ ͳ Ͳ −ͳ−ͳ ͳ Ͳ ͲͲ Ͳ ͳ Ͳͳ −ʹ Ͳ ͳ | = |
−ͳ ͳ −ͳ−ͳ ͳ Ͳͳ −ʹ ͳ | 

En développant par rapport à la troisième colonne detሺܽ, ܾ, ܿ, ݀ሻ = ଷܮଶܮଵܮ |−ͳ ͳ −ͳ−ͳ ͳ Ͳͳ −ʹ ͳ | = ଵܮ + ଷܮଶܮଷܮ | Ͳ −ͳ Ͳ−ͳ ͳ Ͳͳ −ʹ ͳ| = | Ͳ −ͳ−ͳ ͳ | = −ͳ ≠ Ͳ 

En développant par rapport à la troisième colonne 
Donc ሺܽ, ܾ, ܿ, ݀ሻ est une base de ℝସ. 
Deuxième méthode 

ܽߙ + ܾߚ + ܿߛ + ݀ߜ = Ͳℝర ⇔ ߙ−} + ߚ − ߜ = Ͳ−ߙ + ߚ = Ͳߛ = Ͳߙ − ߚʹ + ߜ = Ͳ ⇔ ߙ−} + ߚ − ߜ = Ͳߙ = ߛߚ = Ͳߙ − ߚʹ + ߜ = Ͳ ⇔ { ߜ− = Ͳߙ = ߛߚ = Ͳ−ߚ + ߜ = Ͳ ⇔ ߜ} = Ͳߙ = ߛߚ = Ͳߚ = Ͳ 

ሺܽ, ܾ, ܿ, ݀ሻ est une famille libre à 4 vecteurs dans un espace vectoriel de dimension 4, c’est une base. 
5. D’après les questions précédentes on a  ݑሺܽሻ = Ͳℝర; ሺܾሻݑ = −ܾ; ሺܿሻݑ = ܿ   et ݑሺ݀ሻ = ݀ 

Donc 

ሻݑሺ′�ݐܽܯ = ሺܽሻݑ ሺܾሻݑ ሺܿሻݑ ሺ݀ሻݑ
൮Ͳ      Ͳ        Ͳ       ͲͲ      −ͳ       Ͳ      ͲͲ      Ͳ       ͳ      ͲͲ      Ͳ       Ͳ      ͳ) 

 ܾܽ
ܿ݀  

Allez à : Exercice 53  
  
Correction exercice 54.  

1.  

detሺܽଵ, ܽଶ, ܽଷ, ܿሻ = ଵܥ ଶܥ ଷܥ |ସܥ ͳ Ͳ ͳ −ͳʹ ͳ ͵ −ͳ͵ ͳ ͷ −ͳ−ʹ Ͳ −͵ Ͳ | =
ଵܥ ଶܥ ଷܥ − ଵܥ ସܥ + |ଵܥ ͳ   Ͳ      Ͳ     Ͳʹ  ͳ      −ͳ     ͳ͵  ͳ     −ʹ     ʹ−ʹ  Ͳ     ͳ        −ʹ| =

ଷܮଶܮଵܮ | ʹ ͳ ͵͵ ͳ ͷ−ʹ Ͳ −͵|
= ଶܮଵܮ − ଷܮଵܮ | ʹ ͳ ͵ͳ Ͳ ʹ−ʹ Ͳ −͵| = − | ͳ ʹ−ʹ −͵| = −ͳ 
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ܲ = ൮ ͳ Ͳ ͳ −ͳʹ ͳ ͵ −ͳ͵ ͳ ͷ −ͳ−ʹ Ͳ −͵ Ͳ ) 

2. Les coordonnées de ݑሺܽଵሻ dans la base ߚ sont ൮−ͳ ʹ −ʹ −ʹ−ʹ ͵ −ʹ −ʹ−ʹ ʹ −ͳ −ʹͲ Ͳ Ͳ ͳ )൮
ͳ͵ʹ
−ʹ) = ൮

ͳ͵ʹ
−ʹ) 

Donc ݑሺܽଵሻ = ݁ଵ + ʹ݁ଶ + ͵݁ଷ − ʹ݁ସ = ܽଵ 
Les coordonnées de ݑሺܽଶሻ dans la base ߚ sont ൮−ͳ ʹ −ʹ −ʹ−ʹ ͵ −ʹ −ʹ−ʹ ʹ −ͳ −ʹͲ Ͳ Ͳ ͳ )൮

ͲͳͳͲ) = ൮ͲͳͳͲ) 

Donc ݑሺܽଶሻ = ݁ଶ + ݁ଷ = ܽଶ 
Les coordonnées de ݑሺܽଷሻ dans la base ߚ sont ൮−ͳ ʹ −ʹ −ʹ−ʹ ͵ −ʹ −ʹ−ʹ ʹ −ͳ −ʹͲ Ͳ Ͳ ͳ )൮

ͳ͵ͷ−͵) = ൮
ͳ͵ͷ−͵) 

Donc ݑሺܽଷሻ = ݁ଵ + ͵݁ଶ + ͷ݁ଷ − ͵݁ସ = ܽଷ 
Les coordonnées de ݑሺܿሻ dans la base ߚ sont ൮−ͳ ʹ −ʹ −ʹ−ʹ ͵ −ʹ −ʹ−ʹ ʹ −ͳ −ʹͲ Ͳ Ͳ ͳ )൮

−ͳ−ͳ−ͳͲ ) = ൮
ͳͳͳͲ) 

Donc ݑሺܿሻ = ݁ଵ + ݁ଶ + ݁ଷ = −ܿ 
ܦ = ൮ͳ Ͳ Ͳ ͲͲ ͳ Ͳ ͲͲ Ͳ ͳ ͲͲ Ͳ Ͳ −ͳ) 

 
ሺܽଵሻݑ .3 = ܽଵ א ሺܽଶሻݑ ,ܨ = ܽଶ א ሺܽଷሻݑ et ܨ = ܽଷ א ,ሺܽଵ ,ܨ ܽଶ, ܽଷሻ est une base de ܨ donc pour tout ݔ ሻݔሺݑ ,ܨא א  .ܨ

Pour tout ݔ א ሻݔሺݒ ,ܨ = ሻݔሺݑ א  .ܨ est un endomorphisme de ݒ est linéaire donc ݒ et ,ܨ

ሻݒሺ௔భ,௔మ,௔యሻሺݐܽܯ = ሺܽଵሻݑ ሺܽଶሻݑ ሺܽଷሻ(ͳ        Ͳݑ         ͲͲ        ͳ         ͲͲ        Ͳ         ͳ)
 ܽଵܽଶܽଷ 

4. ሺܽଵ, ܽଶ, ܽଷሻ est une base de ܨ, ሺܿሻ est une base de �݁ܿݐሺܿሻ, et ሺܽଵ, ܽଶ, ܽଷ, ܿሻ est une base de ℝସ, donc  ℝସ = ܨ ⊕  ሺܿሻݐܿ݁�
5. Par définition de la somme directe, pour tout ݔ א ℝସ il existe un unique ݂א ݃ et un unique ܨ ݔ ሺܿሻ tel queݐܿ݁�א = ݂ + ሻݔሺݑ .݃ = ሺ݂ݑ + ݃ሻ = ሺ݂ሻݑ + ሺ݃ሻݑ = ݂ − ݃ 

Allez à : Exercice 54 
 
Correction exercice 55.  

1.  |−ͳͲ − ߣ −͵ −ͳʹͷ ߣ− ͹͸ ʹ ͹ − |ߣ = ሺ−ͳͲ − ሻߣ ߣ−| ͹ʹ ͹ − |ߣ − ͷ |−͵ −ͳʹʹ ͹ − |ߣ + ͸ |−͵ −ͳʹ−ߣ ͹ |= ሺ−ͳͲ − ሺ͹ߣ−]ሻߣ − ሻߣ − ͳͶ] − ͷ[−͵ሺ͹ − ሻߣ + ʹͶ] + ͸ሺ−ʹͳ − ͳʹߣሻ= ሺ−ͳͲ − ଶߣሻሺߣ − ͹ߣ − ͳͶሻ − ͷሺ͵ + ሻߣ͵ − ͳʹ͸ − ͹ʹߣ= −ͳͲߣଶ + ͹Ͳߣ + ͳͶͲ − ଷߣ + ͹ߣଶ + ͳͶߣ − ͳͷ − ͳͷߣ − ͳʹ͸ − ͹ʹߣ= ଷߣ− − ଶߣ͵ − ߣ͵ − ͳ = −ሺߣ + ͳሻଷ 
Si ߣ = −ͳ alors ܣ − ܫߣ = ܣ +  .n’est pas inversible ܫ
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Soit ݔ = ሺݔଵ, ,ଶݔ ܺ ଷሻ etݔ =  .ses coordonnées dans la base canonique (ଷݔଶݔଵݔ)

ݔ א kerሺݑ + �݀ሻ ⇔ ܺ א kerሺܣ + ሻܫ ⇔ ሺܣ + ሻܺܫ = ܱ ⇔ (−ͻ −͵ −ͳʹͷ ͳ ͹͸ ʹ ͺ (ଷݔଶݔଵݔ)( = (ͲͲͲ)⇔ {−ͻݔଵ − ଶݔ͵ − ͳʹݔଷ = Ͳͷݔଵ + ଶݔ + ͹ݔଷ = Ͳ͸ݔଵ + ଶݔʹ + ͺݔଷ = Ͳ ⇔ ଵݔ͵} + ଶݔ + Ͷݔଷ = Ͳͷݔଵ + ଶݔ + ͹ݔଷ = Ͳ͵ݔଵ + ଶݔ + Ͷݔଷ = Ͳ ⇔ ଶܮଵܮ ଵݔ͵} + ଶݔ + Ͷݔଷ = Ͳͷݔଵ + ଶݔ + ͹ݔଷ = Ͳ
⇔ ଶܮ  − ଵܮ ଵݔ͵} + ଶݔ + Ͷݔଷ = Ͳʹݔଵ + ଷݔ͵ = Ͳ ⇔ ଵݔ͵} + ଶݔ + Ͷݔଷ = Ͳݔଵ = − ͵ʹ ଷݔ ⇔ {− ͻʹ ଷݔ + ଶݔ + Ͷݔଷ = Ͳݔଵ = − ͵ʹ ଷݔ
⇔ { ଶݔ = ͳʹ ଵݔଷݔ = − ͵ʹ  ଷݔ

Donc ݔ = ቀ− ଷଶ ,ଷݔ ଵଶ ,ଷݔ ଷቁݔ = �యଶ ሺ−͵,ͳ,ʹሻ 
Donc kerሺܣ + ͵ʹሻ est la droite vectorielle engendrée par le vecteur colonne (−ͳܫ ). 

2. ሺݑ + ሻሺܽሻ݀ܫ = Ͳℝయ ⇔ ሺܽሻݑ + ܽ = Ͳℝయ ⇔ ሺܽሻݑ = −ܽ 

3. Si on pose ܺ௔ = (−ͳʹ͵ ) et ܺ ௕ = ܺ où (ଷݔଶݔଵݔ) ௕ sont les coordonnées de ܾ dans la base canonique alors 

ሺܾሻݑ = ܽ − ܾ ⇔ ௕ܺܣ = ܺ௔ − ܺ௕ ⇔ ሺܣ + ሻܺ௕ܫ = ܺ௔ ⇔ (−ͻ −͵ −ͳʹͷ ͳ ͹͸ ʹ ͺ (ଷݔଶݔଵݔ)( = (−ͳʹ͵ ) 

⇔ {−ͻݔଵ − ଶݔ͵ − ͳʹݔଷ = −͵ͷݔଵ + ଶݔ + ͹ݔଷ = ͳ͸ݔଵ + ଶݔʹ + ͺݔଷ = ʹ ⇔ ଵݔ͵} + ଶݔ + Ͷݔଷ = ͳͷݔଵ + ଶݔ + ͹ݔଷ = ͳ͵ݔଵ + ଶݔ + Ͷݔଷ = ͳ ⇔ ଶܮଵܮ ଵݔ͵} + ଶݔ + Ͷݔଷ = ͳͷݔଵ + ଶݔ + ͹ݔଷ = ͳ 

⇔ ଶܮ  − ଵܮ ଵݔ͵} + ଶݔ + Ͷݔଷ = ͳʹݔଵ + ଷݔ͵ = Ͳ ⇔ ଵݔ͵} + ଶݔ + Ͷݔଷ = ͳݔଵ = − ͵ʹ ଷݔ ⇔ {− ͻʹ ଷݔ + ଶݔ + Ͷݔଷ = ͳݔଵ = − ͵ʹ ଷݔ
⇔ ଶݔ} = ͳʹ ଷݔ + ͳݔଵ = − ͵ʹ ଷݔ  

Si on prend ݔଷ = Ͳ on a pour solution ܾ= ሺͲ,ͳ,Ͳሻ. 
Si on pose ܺ௕ = (ͲͳͲ) et ܺ ௖ = ܺ où (ଷݔଶݔଵݔ) ௖ sont les coordonnées de ܿ dans la base canonique alors 

ሺܿሻݑ = ܾ − ܿ ⇔ ௖ܺܣ = ܺ௕ − ܺ௖ ⇔ ሺܣ + ሻܺ௖ܫ = ܺ௕ ⇔ (−ͻ −͵ −ͳʹͷ ͳ ͹͸ ʹ ͺ (ଷݔଶݔଵݔ)( = (ͲͳͲ) 

⇔ {−ͻݔଵ − ଶݔ͵ − ͳʹݔଷ = Ͳͷݔଵ + ଶݔ + ͹ݔଷ = ͳ͸ݔଵ + ଶݔʹ + ͺݔଷ = Ͳ ⇔ ଵݔ͵} + ଶݔ + Ͷݔଷ = Ͳͷݔଵ + ଶݔ + ͹ݔଷ = ͳ͵ݔଵ + ଶݔ + Ͷݔଷ = Ͳ ⇔ ଶܮଵܮ ଵݔ͵} + ଶݔ + Ͷݔଷ = Ͳͷݔଵ + ଶݔ + ͹ݔଷ = ͳ 

⇔ ଶܮ  − ଵܮ ଵݔ͵} + ଶݔ + Ͷݔଷ = Ͳʹݔଵ + ଷݔ͵ = ͳ ⇔ ଵݔ͵} + ଶݔ + Ͷݔଷ = Ͳݔଵ = − ͵ʹ ଷݔ + ͳʹ ⇔ {− ͻʹ ଷݔ + ͵ʹ + ଶݔ + Ͷݔଷ = Ͳݔଵ = −͵ʹ ଷݔ + ͳʹ  
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⇔ { ଶݔ = ͳʹ ଷݔ − ଵݔʹ͵ = − ͵ʹ ଷݔ + ͳʹ 

Si on prend ݔଷ = ͳ on a pour solution ܿ = ሺ−ͳ,−ͳ,ͳሻ. 
4. detሺܽ, ܾ, ܿሻ = |−͵ Ͳ −ͳͳ ͳ −ͳʹ Ͳ ͳ | = |−͵ −ͳʹ ͳ | = −ͳ ≠ Ͳ donc ሺܽ, ܾ, ܿሻ est une base de ℝଷ. 
5. � = (−ͳ ͳ ͲͲ −ͳ ͳͲ Ͳ −ͳ) 

6. ሺ� + ሻܫ = (Ͳ ͳ ͲͲ Ͳ ͳͲ Ͳ Ͳ), par de simple calculs on trouve que ሺ� + ሻଷܫ = ܱ. ሺܣ + ሻଷܫ = ሺܲ�ܲ−ଵ + ଵሻଷ−ܲܫܲ = ሺܲሺ� + ሻܲ−ଵሻଷܫ = ܲሺ� + ሻଷܲ−ଵܫ = ܱ 
7. ሺܣ + ሻଷܫ ⇔ ଷܣ + ଶܣ͵ + ܣ͵ + ܫ = ܱ ⇔ ଶܣ͵−ሺܣ − ܣ͵ − ሻܫ͵ =  ܫ

Donc ܣ−ଵ = ଶܣ͵− − ܣ͵ −  ܫ͵
Allez à : Exercice 55 
 
Correction exercice 56.  

1.  

ܣ = ݂ሺ݁ଵሻ ݂ሺ݁ଵሻ ݂ሺ݁ଷሻ(Ͳ    ʹ     −ͳʹ    −ͷ        Ͷ͵    −ͺ        ͸)
 ݁ଵ݁ଶ݁ଷ 

2. Soient ݔ א ଵ, ሺ݂ܧ − �݀ℝయሻሺݔሻ = Ͳℝయ ⇔ ݂ሺݔሻ − ݔ = Ͳℝయ ⇔ ݂ሺݔሻ = ሺͲℝయሻ݂ ݔ = Ͳℝయ ⇒ Ͳℝయ א  ଵܧ
Soient ݔ, ݂ ଵ doncܧ deux vecteurs de ′ݔ ሺݔሻ = ݂ et ݔ ሺݔ′ሻ = ,ߣ soient ,′ݔ ݔߣdeux réels ݂ሺ ′ߣ + ሻ′ݔ′ߣ = ሻݔሺ݂ߣ + ሻ′ݔሺ݂′ߣ = ݔߣ +  ′ݔ′ߣ
Cela entraine que ݔߣ + ′ݔ′ߣ א  .ଵ est un sous-espace vectoriel de ℝଷܧ ଵ, par conséquentܧ
Soient ݔ א −ܰଵ, ሺ݂ଶ + �݀ℝయሻሺݔሻ = Ͳℝయ ⇔ ݂ଶሺݔሻ + ݔ = Ͳℝయ ⇔ ݂ଶሺݔሻ = ሺͲℝయሻ݂ ݔ− = Ͳℝయ ⇒ ݂ଶሺͲℝయሻ = ݂ሺͲℝయሻ = Ͳℝయ = −Ͳℝయ ⇒ Ͳℝయ א −ܰଵ 
Soient ݔ, ݂ deux vecteurs de ܰ−ଵ donc ′ݔ ଶሺݔሻ = ݂ et ݔ− ଶሺݔ′ሻ = ,ߣ soient ,′ݔ− ݔߣdeux réels ݂ଶሺ ′ߣ + ሻ′ݔ′ߣ = ሻݔଶሺ݂ߣ + ሻ′ݔଶሺ݂′ߣ = ሻݔ−ሺߣ + ሻ′ݔ−ሺ′ߣ = −ሺݔߣ +  ሻ′ݔ′ߣ
Cela entraine que ݔߣ + ′ݔ′ߣ א −ܰଵ, par conséquentܰ−ଵ est un sous-espace vectoriel de ℝଷ. 

Remarque : 
On peut aller plus vite en remarquant que ݂ + �݀ℝయ est une application linéaire et en invoquant le fait 
que le noyau d’une application linéaire un sous-espace vectoriel de ℝଷ. Et puis pareil pour ݂ଶ + �݀ℝయ. 

ݔ  .3 א ଵܧ ⇔ ݂ሺݔሻ = ݔ ⇔ ܺܣ = ܺ ⇔ (Ͳ ʹ −ͳʹ −ͷ Ͷ͵ −ͺ ͸ (ଷݔଶݔଵݔ)( = (ଷݔଶݔଵݔ) ⇔ { ଶݔʹ − ଷݔ = ଵݔʹଵݔ − ͷݔଶ + Ͷݔଷ = ଵݔ͵ଶݔ − ͺݔଶ + ͸ݔଷ = ⇔ଷݔ ଵݔ−} + ଶݔʹ − ଷݔ = Ͳʹݔଵ − ͸ݔଶ + Ͷݔଷ = Ͳ͵ݔଵ − ͺݔଶ + ͷݔଷ = Ͳ 

Maintenant on peut appliquer la méthode du pivot de Gauss (à l’étape d’avant ce n’était pas possible). ݔ א ଵܧ ⇔ ଷܮଶܮଵܮ { ଵݔ− + ଶݔʹ − ଷݔ = Ͳʹݔଵ − ͸ݔଶ + Ͷݔଷ = Ͳ͵ݔଵ − ͺݔଶ + ͷݔଷ = Ͳ ⇔ ଷܮଶܮଵܮ { ଵݔ− + ଶݔʹ − ଷݔ = Ͳݔଵ − ଶݔ͵ + ଷݔʹ = Ͳ͵ݔଵ − ͺݔଶ + ͷݔଷ = Ͳ ⇔ ଶܮଵܮ + ଷܮଵܮ + ଵܮ͵ ଵݔ−} + ଶݔʹ − ଷݔ = Ͳ−ݔଶ + ଷݔ = Ͳ−ʹݔଶ + ଷݔʹ = Ͳ⇔ ଵݔ−} + ଶݔʹ − ଷݔ = Ͳ−ݔଶ + ଷݔ = Ͳ ⇔ ଵݔ} = ଶݔଷݔ = ݔ ଷݔ = ሺݔଷ, ,ଷݔ ଷሻݔ =  ଷሺͳ,ͳ,ͳሻݔ
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ܽ ଵ est la droite vectoriel engendrée par le vecteurܧ = ሺͳ,ͳ,ͳሻ, ଵܧ = ݔ .ሺܽሻݐܿ݁� א ଵܧ ⇔ ݂ଶሺݔሻ = ݔ− ⇔ ଶܺܣ = ଶܣ ܺ− = (Ͳ ʹ −ͳʹ −ͷ Ͷ͵ −ͺ ͸ )(Ͳ ʹ −ͳʹ −ͷ Ͷ͵ −ͺ ͸ ) = (ͳ −ʹ ʹʹ −͵ ʹʹ −ʹ ͳ) 

(ͳ −ʹ ʹʹ −͵ ʹʹ −ʹ ͳ)(ݔଵݔଶݔଷ) = (ଷݔଶݔଵݔ)− ⇔ { ଵݔ − ଶݔʹ + ଷݔʹ = ଵݔʹଵݔ− − ଶݔ͵ + ଷݔʹ = ଵݔʹଶݔ− − ଶݔʹ + ଷݔ = ଷݔ− ⇔ ଵݔʹ} − ଶݔʹ + ଷݔʹ = Ͳʹݔଵ − ଶݔʹ + ଷݔʹ = Ͳʹݔଵ − ଶݔʹ + ଷݔʹ = Ͳ⇔ ଵݔ − ଶݔ + ଷݔ = Ͳ ⇔ ଵݔ = ଶݔ − ݔ ଷݔ = ሺݔଶ − ,ଷݔ ,ଶݔ ଷሻݔ = ଶሺͳ,ͳ,Ͳሻݔ +  ଷሺ−ͳ,Ͳ,ͳሻݔ
On cherche un vecteur de −ܰଵ, prenons ݔଶ = ͳ et ݔଷ = Ͳ : ܾ = ሺͳ,ͳ,Ͳሻ = ݁ଵ + ݁ଶ 
 ݂ሺܾሻ = ݂ሺ݁ଵ + ݁ଶሻ = ݂ሺ݁ଵሻ + ݂ሺ݁ଶሻ = ʹ݁ଶ + ͵݁ଷ + ʹ݁ଵ − ͷ݁ଶ − ͺ݁ଷ = ʹ݁ଵ − ͵݁ଶ − ͷ݁ଷ 
Il faut vérifier que ce vecteur est bien dans −ܰଵ, ݔଵ − ଶݔ + ଷݔ = ʹ—͵ + ሺ−ͷሻ = Ͳ, c’est bon, ݂ሺܾሻ ,ܾ) ଵ ensuite il faut montrer queܰ−א ݂ሺܾሻ൯ est une base de −ܰଵ. dimሺ −ܰଵሻ < ͵ or (ܾ, ݂ሺܾሻ൯ est une 

famille libre (car ܾ  et ݂ ሺܾሻ ne sont pas proportionnels) dans un espace de dimension inférieur ou égale à ʹ, cela entraine à la fois que dimሺ −ܰଵሻ ൒ ʹ, qu’alors dimሺ −ܰଵሻ = ʹ et que (ܾ, ݂ሺܾሻ൯ est une base de cet 

espace. 

Il y a plusieurs méthode possible, la plus basique est de montrer que (ܽ, ܾ, ݂ሺܾሻ൯ est une base de ℝଷ, on 

passe, c’est trop facile. Deuxième méthode, soit ݔ א ଵܧ ∩ −ܰଵ,  ݔ א ଵܧ ⇔ ݂ሺݔሻ = ݔ ⇒ ݂(݂ሺݔሻ൯ = ݂ሺݔሻ = ݔ et ݔ א −ܰଵ ⇔ ݂ଶሺݔሻ = ݔ−  cela entraine que ,ݔ− = ݔ ⇔ ݔ = Ͳℝయ, autrement dit ܧଵ ∩ −ܰଵ = {Ͳℝయ} 
Comme dimሺܧଵሻ + dimሺ −ܰଵሻ = ͳ + ʹ = ͵ = dimሺℝଷሻ, on en déduit que ܧଵ⊕ −ܰଵ = ℝଷ. 

Remarque :  
Sans rien faire de plus on peut en déduire que ߚ′ est une base. 

4. Il faut d’abord calculer ݂ሺܽሻ, ݂ሺܾሻ et ݂ (݂ሺܾሻ൯ dans la base (ܽ, ܾ, ݂ሺܾሻ൯ ݂ሺܽሻ = ܽ car ܽ א ଵ. ݂ሺܾሻܧ = ݂ሺܾሻ çà c’est sûr ! et ݂ (݂ሺܾሻ൯ = ݂ଶሺܾሻ = −ܾ 

On en déduit la matrice de ݂ dans la base (ܽ, ܾ, ݂ሺܾሻ൯ ݂ሺܽሻ ݂ሺܾሻ ݂ଶሺܾሻ(ͳ     Ͳ       ͲͲ     Ͳ    −ͳͲ     ͳ       Ͳ)
 ܾܽ

݂ሺܾሻ 
5. Il faut calculer ݂ ଶሺܽሻ, ݂ଶሺܾሻ et ݂ ଶ(݂ሺܾሻ൯ dans la base (ܽ, ܾ, ݂ሺܾሻ൯ ݂ଶሺܽሻ = ݂(݂ሺܽሻ൯ = ݂ሺܽሻ = ܽ ݂ଶሺܾሻ = −ܾ ݂ଶ(݂ሺܾሻ൯ = ݂ଷሺܾሻ = ݂(݂ଶሺܾሻ൯ = ݂ሺ−ܾሻ = −݂ሺܾሻ 

Donc la matrice est ݂ଶሺܽሻ ݂ଶሺܾሻ ݂ଷሺܾሻ(ͳ     Ͳ       ͲͲ     −ͳ       ͲͲ     Ͳ      −ͳ)
 ܾܽ

݂ሺܾሻ 
Autre méthode la matrice de ݂ଶ est la matrice de ݂ au carré (ͳ     Ͳ       ͲͲ     Ͳ    −ͳͲ     ͳ       Ͳ) (ͳ     Ͳ       ͲͲ     Ͳ    −ͳͲ     ͳ       Ͳ) = (ͳ Ͳ ͲͲ −ͳ ͲͲ Ͳ −ͳ) 

Allez à : Exercice 56 
 
Correction exercice 57.   
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1. On appelle ܺ௘మ les coordonnées de ݁ଶ dans la base canonique 

Les coordonnées de ݑሺ݁ଶሻ dans la base canonique sont 

௘మܺܣ = ൮ ʹ −ʹ ͳ −ʹͲ ͳ Ͳ Ͳ−͵ Ͳ −ʹ ʹͳ −ͳ ͳ −ͳ)൮
ͲͳͲͲ) = ൮−ͳʹͲ−ͳ) 

Les coordonnées de ݑଶሺ݁ଶሻ dans la base canonique sont 

൮ ʹ −ʹ ͳ −ʹͲ ͳ Ͳ Ͳ−͵ Ͳ −ʹ ʹͳ −ͳ ͳ −ͳ)൮
−ͳʹͲ−ͳ) = ൮−ͶͳͶ−ʹ) 

Les coordonnées de ݑଷሺ݁ଶሻ dans la base canonique sont 

൮ ʹ −ʹ ͳ −ʹͲ ͳ Ͳ Ͳ−͵ Ͳ −ʹ ʹͳ −ͳ ͳ −ͳ)൮
−ͶͳͶ−ʹ) = ൮−ͳʹͲͳ ) 

Montrons que (݁ଶ, ,ሺ݁ଶሻݑ ,ଶሺ݁ଶሻݑ  ଷሺ݁ଶሻ൯ est libreݑ

ଶ݁ߙ + ሺ݁ଶሻݑߚ + ଶሺ݁ଶሻݑߛ + ଷሺ݁ଶሻݑߜ = Ͳℝర ⇔ (൮ͲͳͲͲߙ + ൮ߚ
−ͳʹͲ−ͳ) + ൮ߛ

−ͶͳͶ−ʹ) + ൮ߜ
−ͳʹͲͳ ) = ൮

ͲͲͲͲ)
⇔ ߚʹ−} − Ͷߛ − ߜʹ = Ͳߙ + ߚ + ߛ + ߜ = ͲͶߛ = Ͳ−ߚ − ߛʹ + ߜ = Ͳ ⇔ ߚʹ−} − ߜʹ = Ͳߙ + ߚ + ߜ = Ͳߛ = Ͳ−ߚ + ߜ = Ͳ ⇔ { ߚ + ߜ = Ͳߙ + ߚ + ߜ = Ͳߛ = Ͳ−ߚ + ߜ = Ͳ ⇔ { ߚ + ߜ = Ͳߙ = Ͳߛ = Ͳ−ߚ + ߜ = Ͳ
⇔ ߙ} = Ͳߚ = Ͳߛ = Ͳߜ = Ͳ 

(݁ଶ, ,ሺ݁ଶሻݑ ,ଶሺ݁ଶሻݑ  ଷሺ݁ଶሻ൯ est une famille libre à 4 vecteurs dans un espace de dimension 4, c’est uneݑ
base. 

2.  
Les coordonnées de ݑସሺ݁ଶሻ dans la base canonique sont 

൮ ʹ −ʹ ͳ −ʹͲ ͳ Ͳ Ͳ−͵ Ͳ −ʹ ʹͳ −ͳ ͳ −ͳ)൮
−ͳʹͲͳ ) = ൮−ͳͅͅ−Ͷ) = ʹ൮−ͶͳͶ−ʹ) − ൮

ͲͳͲͲ) 

Donc ݑସሺ݁ଶሻ = −݁ଶ +  ଶሺ݁ଶሻݑʹ
ܥ =  ൮Ͳ  Ͳ  Ͳ   −ͳͳ  Ͳ  Ͳ   ͲͲ  ͳ  Ͳ   ʹͲ  Ͳ  ͳ   Ͳ )

௨ሺ௘మሻ ௨మሺ௘మሻ ௨యሺ௘మሻ ௨రሺ௘మሻ ݁ଶݑሺ݁ଶሻݑଶሺ݁ଶሻݑଷሺ݁ଶሻ 
3. On cherche les vecteurs ݔ = ሺݔଵ, ,ଶݔ ,ଷݔ ሻݔሺݑ ସሻ tels queݔ =  ݔ
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ሻݔሺݑ = ݔ ⇔ ܺܣ = ܺ ⇔ ൮ ʹ −ʹ ͳ −ʹͲ ͳ Ͳ Ͳ−͵ Ͳ −ʹ ʹͳ −ͳ ͳ −ͳ)൮
(ସݔଷݔଶݔଵݔ = ൮

(ସݔଷݔଶݔଵݔ ⇔ ଵݔʹ} − ଶݔʹ + ଷݔ − ସݔʹ = ଶݔଵݔ = ଵݔ͵−ଶݔ − ଷݔʹ + ସݔʹ = ଵݔଷݔ − ଶݔ + ଷݔ − ସݔ = ⇔ସݔ ଷܮଶܮଵܮ ଵݔ} − ଶݔʹ + ଷݔ − ସݔʹ = Ͳ−͵ݔଵ − ଷݔ͵ + ସݔʹ = Ͳݔଵ − ଶݔ + ଷݔ − ସݔʹ = Ͳ ⇔ ଶܮଵܮ + ଷܮଵܮ͵ − ଵܮ ଵݔ} − ଶݔʹ + ଷݔ − ସݔʹ = Ͳ−͸ݔଶ − Ͷݔସ = Ͳݔଶ = Ͳ⇔ ଵݔ} + ଷݔ = Ͳݔସ = Ͳݔଶ = Ͳ ⇔ ଷݔ} = ସݔଵݔ− = Ͳݔଶ = Ͳ ݔ  = ሺݔଵ, Ͳ, ,ଵݔ− Ͳሻ =  ଵሺͳ,Ͳ,−ͳ,Ͳሻݔ
4. Les coordonnées de ݑሺܾሻ dans la base canonique sont 

௕ܺܣ = ൮ ʹ −ʹ ͳ −ʹͲ ͳ Ͳ Ͳ−͵ Ͳ −ʹ ʹͳ −ͳ ͳ −ͳ)൮
ͳ−ͳͲͳ ) = ൮−ʹͳ−ͳͳ ) = ൮

ͳͲ−ͳͲ ) + ൮
ͳ−ͳͲͳ ) = ܺ௔ + ܺ௕ 

Les coordonnées de ݑሺܿሻ dans la base canonique sont 

௖ܺܣ = ൮ ʹ −ʹ ͳ −ʹͲ ͳ Ͳ Ͳ−͵ Ͳ −ʹ ʹͳ −ͳ ͳ −ͳ)൮
ͳͲ−ͳͳ ) = ൮

−ͳͲͳ−ͳ) = −൮
ͳͲ−ͳͳ ) = −ܺ௖ 

Donc ݑሺܿሻ = −ܿ 
5. On cherche les vecteurs ݔ = ሺݔଵ, ,ଶݔ ,ଷݔ ሻݔሺݑ ସሻ tels queݔ = ܿ −  ݔ

ሻݔሺݑ = ܿ − ݔ ⇔ ܺܣ = ܺ௖ − ܺ ⇔ ൮ ʹ −ʹ ͳ −ʹͲ ͳ Ͳ Ͳ−͵ Ͳ −ʹ ʹͳ −ͳ ͳ −ͳ)൮
(ସݔଷݔଶݔଵݔ = ൮

ͳͲ−ͳͳ ) − ൮
(ସݔଷݔଶݔଵݔ

⇔ ଵݔʹ} − ଶݔʹ + ଷݔ − ସݔʹ = ͳ − ଶݔଵݔ = ଵݔ͵−ଶݔ− − ଷݔʹ + ସݔʹ = −ͳ − ଵݔଷݔ − ଶݔ + ଷݔ − ସݔ = ͳ − ସݔ ⇔ ଵݔ͵} − ଶݔʹ + ଷݔ − ସݔʹ = ͳʹݔଶ = Ͳ−͵ݔଵ − ଷݔ + ସݔʹ = −ͳݔଵ − ଶݔ + ଷݔ = ͳ
⇔ { ଵݔ͵ + ଷݔ − ସݔʹ = ͳݔଶ = Ͳ−͵ݔଵ − ଷݔ + ସݔʹ = −ͳݔଵ + ଷݔ = ͳ ⇔ { ଶݔ = Ͳ−͵ݔଵ − ଷݔ + ସݔʹ = −ͳݔଵ = ͳ − ଷݔ
⇔ { ଶݔ = Ͳ−͵ሺͳ − ଷሻݔ − ଷݔ + ସݔʹ = −ͳݔଵ = ͳ − ଷݔ ⇔ { ଶݔ = Ͳʹݔସ = ʹ − ଵݔଷݔʹ = ͳ − ଷݔ ⇔ { ଶݔ = Ͳݔସ = ͳ − ଵݔଷݔ = ͳ −  ଷݔ

Prenons ݔଷ = Ͳ par exemple, alors ݀ = ሺͳ,Ͳ,Ͳ,ͳሻ 
6. On peut montrer que la famille ߚ′′ est libre et rappeler qu’elle a 4 vecteurs dans un espace de dimension 

4 ou alors calculer le déterminant 

detሺܽ, ܾ, ܿ, ݀ሻ = | ͳ ͳ Ͳ −ͳͲ −ͳ Ͳ Ͳ−ͳ Ͳ −ͳ ͳͳ ͳ ͳ Ͳ | 
On développe par rapport à la seconde ligne detሺܽ, ܾ, ܿ, ݀ሻ = +ሺ−ͳሻ | ͳ Ͳ −ͳ−ͳ −ͳ ͳͳ ͳ Ͳ | 
Puis par rapport à la première ligne detሺܽ, ܾ, ܿ, ݀ሻ = −ቀ|−ͳ ͳͳ Ͳ| − |−ͳ −ͳͳ ͳ |ቁ = −ሺ−ͳ − Ͳሻ = ͳ ≠ Ͳ 

Donc ߚ′′ est une base. 
7.   
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� =  ൮ͳ  ͳ  Ͳ   ͲͲ  ͳ  Ͳ   ͲͲ  Ͳ  −ͳ   ͳͲ  Ͳ  Ͳ   −ͳ)
௨ሺ௔ሻ ௨ሺ௕ሻ ௨ሺ௖ሻ ௨ሺௗሻ ܾܽܿ

݀ 

8. On pose  

ܳ = ൮Ͳ −ʹ −Ͷ −ʹͳ ͳ ͳ ͳͲ Ͳ Ͷ ͲͲ −ͳ −ʹ ͳ ) 

La matrice de passage de ߚ à ߚ′, on ܣ =  ଵ−ܳܥܳ
Et 

ܲ = ൮ ͳ ͳ Ͳ −ͳͲ −ͳ Ͳ Ͳ−ͳ Ͳ −ͳ ͳͳ ͳ ͳ Ͳ ) 

La matrice de passage de ߚ à ߚ′′, on a ܣ = ܲ�ܲ−ଵ 
Donc ܳܳܥ−ଵ = ܲ�ܲ−ଵ 
Ce qui équivaut à ܥ = ܳ−ଵܲ�ܲ−ଵܳ = ሺܲ−ଵܳሻ−ଵ�ሺܲ−ଵܳሻ 
Ce qui montre que ܥ et � sont semblables. 

Allez à : Exercice 57 
 
Correction exercice 58.  

1. Si א ℝଶ[ܺ] , ݀ °ሺܺ + ͳሻܲ′ ൑ ͳ + ʹ − ͳ = ʹ donc ݂  est bien une application de ℝଶ[ܺ] dans ℝଶ[ܺ]. 
 ݂ሺߣଵ ଵܲ + ଶߣ ଶܲሻ = ሺܺ + ͳሻሺߣଵ ଵܲ + ଶߣ ଶܲሻ′ = ሺܺ + ͳሻ(ߣଵ ଵܲ′ + ଶߣ ଶܲ′ ൯ = ଵሺܺߣ + ͳሻ ଵܲ′ + ଶሺܺߣ + ͳሻ ଶܲ′ ଵ݂ሺߣ= ଵܲሻ + ଶ݂ሺߣ ଶܲሻ 
donc ݂  est linéaire, c’est même un endomorphisme de ℝଶ[ܺ]. 

2.  ݂ሺͳሻ = ሺܺ + ͳሻ × Ͳ = Ͳ = Ͳ × ͳ + Ͳ × ܺ + Ͳ × ܺଶ ݂ሺܺሻ = ሺܺ + ͳሻ × ͳ = Ͳ = ͳ × ͳ + ͳ × ܺ + Ͳ × ܺଶ ݂ሺܺଶሻ = ሺܺ + ͳሻ × ʹܺ = Ͳ = Ͳ × ͳ + ʹ × ܺ + ʹ × ܺଶ 
Donc ܣ = ݂ሺͳሻ ݂ሺܺሻ ݂ሺܺଶሻ(Ͳ       ͳ     ͲͲ       ͳ     ʹͲ       Ͳ     ʹ)

 ͳܺܺଶ 
ߙ .3 + ሺܺߚ + ͳሻ + ሺܺߛ + ͳሻଶ = Ͳ ⇔ ଶܺߛ + ሺߚ + ሻܺߛʹ + ߙ + ߚ + ߛ = Ͳ ⇔ { ߛ = Ͳߚ + ߛʹ = Ͳߙ + ߚ + ߛ = Ͳ ⇔ ߙ} = Ͳߚ = Ͳߛ = Ͳ 

Donc Β′ est une famille libre de trois vecteurs dans un espace de dimension 3 ( dimℝଶ[ܺ] = ͵), c’est 
une base de ℝଶ[ܺ]. 

4.  ݂ሺͳሻ = ሺܺ + ͳሻ × Ͳ = Ͳ = Ͳ × ͳ + Ͳ × ܺ + Ͳ × ܺଶ ݂ሺܺ + ͳሻ = ሺܺ + ͳሻ × ͳ = Ͳ = Ͳ × ͳ + ͳ × ሺܺ + ͳሻ + Ͳ × ሺܺ + ͳሻଶ ݂ሺሺܺ + ͳሻଶሻ = ሺܺ + ͳሻ × ʹሺܺ + ͳሻ = Ͳ = Ͳ × ͳ + Ͳ × ሺܺ + ͳሻ + ʹ × ሺܺ + ͳሻଶ 
Donc  

ܤ = ݂ሺͳሻ ݂ሺܺ + ͳሻ ݂ሺሺܺ + ͳሻଶሻ(Ͳ                Ͳ                 ͲͲ                ͳ                ͲͲ                Ͳ                ʹ)
 ͳܺ + ͳሺܺ + ͳሻଶ 
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ଶܣ  .5 = (Ͳ ͳ ͲͲ ͳ ʹͲ Ͳ ʹ)(Ͳ ͳ ͲͲ ͳ ʹͲ Ͳ ʹ) = (Ͳ ͳ ʹͲ ͳ ͸Ͳ Ͳ Ͷ) 

ଷܣ = ଶܣܣ = (Ͳ ͳ ͲͲ ͳ ʹͲ Ͳ ʹ)(Ͳ ͳ ʹͲ ͳ ͸Ͳ Ͳ Ͷ) = (Ͳ ͳ ͸Ͳ ͳ ͳͶͲ Ͳ ͺ ) 

Si � > Ͳ ܤ� = (Ͳ Ͳ ͲͲ ͳ ͲͲ Ͳ ʹ�) 

Et ܤ଴ =  ܫ
6.  

La première colonne de la matrice ܣ est nulle, donc le rang de ܣ est inférieur ou égal à ʹ, les deux 
suivantes ne sont pas proportionnelles, donc le rang de ܣ est au moins ʹ.  ݃ݎሺܣሻ = ሺ݂ሻ݃ݎ = ʹ 

ሺ݂ሻ est engendré par ݂ሺܺሻ݉ܫ  .7 = ͳ + ܺ et ݂ ሺܺଶሻ = ʹܺ + ʹܺଶ, cette famille constitue une base de ݉ܫሺ݂ሻ. 
8.  

D’après le théorème du rang, la dimension du noyau de ݂ est ͳ, car  dim ሺkerሺ݂ሻ + dim ሺ݉ܫሺ݂ሻ = dimℝଶ[ܺ] = ͵ 
Or ݂ ሺͳሻ = Ͳ, donc le noyau de ݂ est la droite vectorielle engendrée par le « vecteur » ͳ. (C’est-à-dire le 
polynôme constant égale à ͳ). 

Allez à : Exercice 58 
 
Correction exercice 59.   

ܲߙሺݑ  .1 + ሻܳߚ = ܲߙ + ܳߚ + ሺͳ − ܺሻሺܲߙ + ′ሻܳߚ = ܲߙ + ܳߚ + ሺͳ − ܺሻሺܲߙ′ + =ሻ′ܳߚ ሺܲߙ + ሺͳ − ܺሻܲ′ሻ + ሺܳߚ + ሺͳ − ܺሻܳ′ሻ = ሺܲሻݑߙ +  ሺܳሻݑߚ
Donc ݑ est une application linéaire ݀°ܲ ൑ ʹ ⇒ ሺܲሻݑ°݀ ൑ ʹ 
Elle va de ℝଶ[ܺ] dans ℝଶ[ܺ] il s’agit d’un endomorphisme de ℝଶ[ܺ]. 

ሺͳሻݑ    .2 = ͳ + ሺͳ − ܺሻ × Ͳ = ͳ ݑሺܺሻ = ܺ + ሺͳ − ܺሻ × ͳ = ͳ ݑሺܺଶሻ = ܺଶ + ሺͳ − ܺሻ × ʹܺ = ʹܺ − ܺଶ ܣ = (ͳ ͳ ͲͲ Ͳ ʹͲ Ͳ −ͳ) 

3.  ܲ א kerሺݑሻ ݑሺܲሻ = Ͳ ⇔ ሺܽܺଶݑ + ܾܺ + ܿሻ = ሺܺଶሻݑܽ + ሺܺሻݑܾ + ሺͳሻݑܿ = ܽሺʹܺ − ܺଶሻ + ܾ + ܿ = Ͳ⇔ −ܽܺଶ + ʹܽܺ + ܾ + ܿ = Ͳ ⇔ { ܽ = Ͳܿ = −ܾ ܲ = ܾܺ − ܾ = ܾሺܺ − ͳሻ 
Donc ker ሺݑሻ est la droite vectorielle engendrée par le polynôme ܺ − ͳ. ݉ܫሺݑሻ = ,ሺͳሻݑ)ݐܿ݁� ,ሺܺሻݑ ሺܺଶሻ൯ݑ = ܺʹ,ሺͳ,ͳݐܿ݁� − ܺଶሻ = ܺʹ,ሺͳݐܿ݁� − ܺଶሻ 
Ces deux polynômes ne sont pas proportionnels ils forment donc une famille libre (et génératrice) de ݉ܫሺݑሻ donc une base de ݉ܫሺݑሻ. 

Allez à : Exercice 59 
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Correction exercice 60.  
1.  Si ݀ °ܲ ൑ ʹ alors ݀ °ܲ′ ൑ ͳ et ݀ °ሺܺ − ͳሻܲ′ ൑ ʹ donc ݀ ሺܲሻݑ° ൑ ʹ 

D’autre part ݑሺܲߣ + ሻܳߤ = ʹሺܲߣ + ሻܳߤ − ሺܺ − ͳሻሺܲߣ + ′ሻܳߤ = ʹሺܲߣ + ሻܳߤ − ሺܺ − ͳሻሺܲߣ′ + =ሻ′ܳߤ ܲʹሺߣ − ሺܺ − ͳሻܲ′ሻ + ܳʹሺߤ − ሺܺ − ͳሻܳ′ሻ = ሺܲሻݑߣ +  ሺܳሻݑߤ
Cela montre que ݑ est un endomorphisme de ℝଶ[ܺ]. 

ሺͳሻݑ   .2 = ʹ × ͳ − ሺܺ − ͳሻ × Ͳ = ሺܺሻݑ  ;ʹ = ʹܺ − ሺܺ − ͳሻ × ͳ = ܺ + ͳ;  ݑሺܺଶሻ = ʹܺଶ − ሺܺ − ͳሻ × ʹܺ = ʹܺ 
Par conséquent ܣ = (ʹ ͳ ͲͲ ͳ ʹͲ Ͳ Ͳ) 

3. Soit ܲ = ܽܺଶ + ܾܺ + ሺܲሻݑ ܿ = ሺܺଶሻݑܽ + ሺܺሻݑܾ + ሺͳሻݑܿ = ʹܽܺ + ܾሺͳ + ܺሻ + ʹܿ = ሺʹܽ + ܾሻܺ + ܾ + ʹܿ 
Donc  

ሺܲሻݑ = Ͳ ⇔ {ʹܽ + ܾ = Ͳܾ + ʹܿ = Ͳ ⇔ {ܽ = − ܾʹܿ = − ܾʹ 

Et  ܲ = − ܾʹ ܺଶ + ܾܺ − ܾʹ = − ܾʹ ሺܺଶ − ʹܺ + ͳሻ = − ܾʹ ሺܺ − ͳሻଶ 
Le noyau de ݑ est la droite vectorielle engendrée par le polynôme ଶܲ = ሺܺ − ͳሻଶ 

4. D’après le théorème du rang dimሺkerሺݑሻሻ + dim(݉ܫሺݑሻ൯ = dimሺℝଶ[ܺ]ሻ 
Donc  dim(݉ܫሺݑሻ൯ = dimሺℝଶ[ܺ]ሻ − dimሺkerሺݑሻሻ = ͵ − ͳ = ሺͳሻݑ ʹ = ʹ et ݑሺܺሻ = ͳ + ܺ sont deux polynômes non proportionnels de l’image de ݑ, ils forment donc une 
famille libre dans un espace de dimension ʹ, ሺʹ,ͳ + ܺሻ est une base de ݉ܫሺݑሻ. 

5.  Soit ܲ = ܽܺଶ + ܾܺ + ሺܲሻݑ ܿ = ܲ ⇔ ሺʹܽ + ܾሻܺ + ܾ + ʹܿ = ܽܺଶ + ܾܺ + ܿ ⇔ { Ͳ = ܽʹܽ + ܾ = ܾܾ + ʹܿ = ܿ ⇔ { ܽ = Ͳʹܽ = Ͳܿ = −ܾ ܲ = ܾܺ − ܾ = ܾሺܺ − ͳሻ ଵܲ = ܺ − ͳ 
ߙ   .6 + ሺܺߚ − ͳሻ + ሺܺߛ − ͳሻଶ = Ͳ ⇔ ߙ − ߚ + ߛ + ሺߚ − ሻܺߛʹ + ଶܺߛ = Ͳ ⇔ ߙ} − ߚ + ߛ = Ͳߚ − ߛʹ = Ͳߛ = Ͳ ⇔ ߙ} = Ͳߚ = Ͳߛ = Ͳ ߚ′ est un famille libre à trois vecteurs dans un espace de dimension 3, c’est une base de ℝଶ[ܺ] 
ሺͳሻݑ .7 = ʹ × ͳ, ݑሺ ଵܲሻ = ଵܲ et ݑሺ ଶܲሻ = Ͳ, donc 

ܦ = (ʹ  Ͳ   ͲͲ  ͳ   ͲͲ  Ͳ   Ͳ)
௨ሺଵሻ ௨ሺ�భሻ ௨ሺ�మሻ ͳܲଵܲଶ 

Allez à : Exercice 60 
 
Correction exercice 61.  

1. Soient ܲ ଵ, ଶܲ א ℝଶ[ܺ], soient ߣଵ, ଶߣ א ℝ 
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݂ሺߣଵ ଵܲ + ଶߣ ଶܲሻ = ሺߣଵ ଵܲ + ଶߣ ଶܲሻ − ሺܺ − ʹሻሺߣଵ ଵܲ + ଶߣ ଶܲሻ′ = ଵߣ ଵܲ + ଶߣ ଶܲ − ሺܺ − ʹሻሺߣଵ ଵܲ′ + ଶߣ ଶܲ′ሻ= ଵሺߣ ଵܲ − ሺܺ − ʹሻ ଵܲ′ሻ + ଶሺߣ ଶܲ − ሺܺ − ʹሻ ଶܲ′ሻ = ଵ݂ሺߣ ଵܲሻ + ଶ݂ሺߣ ଶܲሻ 
Donc ݂  est linéaire. 

2. ݂ est un endomorphisme si l’image de ℝଶ[ܺ] par ݂  est ℝଶ[ܺ], autrement dit il faut que l’image d’un 
polynôme de degré inférieur ou égal à ʹ soit un polynôme de degré inférieur ou égal à ʹ. 

Première méthode ݂ሺܽܺଶ + ܾܺ + ܿሻ = ܽܺଶ + ܾܺ + ܿ − ሺܺ − ʹሻሺʹܽܺ + ܾሻ= ܽܺଶ + ܾܺ + ܿ − ሺʹܽܺଶ + ܾܺ − Ͷܽܺ − ʹܾሻ = −ܽܺଶ + Ͷܽܺ + ܿ − ʹܾ 
C’est bon, ݂ est un endomorphisme de ℝଶ[ܺ] (parce qu’il est clair que ݂ est linéaire d’après la première 
question). 

Deuxième méthode ݀°ܲ ൑ ʹ ⇒ ݀°ܲ′ ൑ ͳ 
Donc ݀°ሺܺ − ʹሻܲ′ ൑ ͳ + ͳ = ʹ 
Par conséquent ݀°݂ሺܲሻ ൑ ʹ 

Troisième méthode 
Comme ݂ ሺܽܺଶ + ܾܺ + ܿሻ = ݂ܽሺܺଶሻ + ܾ݂ሺܺሻ + ݂ܿሺͳሻ, il suffit de vérifier que ݀°݂ሺܺଶሻ ൑ ʹ, ݀°݂ሺܺሻ ൑ ʹ et que ݀ °݂ሺͳሻ ൑ ʹ, ce qui est le cas car ݂ሺܺଶሻ = ܺଶ − ሺܺ − ʹሻ × ʹܺ = −ܺଶ + Ͷܺ; ݂ሺܺሻ = ܺ − ሺܺ − ʹሻ × ͳ = ʹ; ݂ሺͳሻ = ͳ − ሺܺ − ʹሻ × Ͳ = ͳ 

3.  ܲ א kerሺ݂ሻ ⇔ ݂ሺܲሻ = Ͳ ⇔ −ܽܺଶ + Ͷܽܺ + ܿ − ʹܾ = Ͳ ⇔ { −ܽ = ͲͶܽ = Ͳܿ − ʹܾ = Ͳ ⇔ { ܽ = Ͳܿ = ʹܾ ܲ = ܾܺ + ʹܾ = ܾሺܺ + ʹሻ 
Les polynômes de kerሺ݂ሻ sont proportionnels au polynômes ܺ + ʹ, il s’agit d’une droite vectorielle 
dont une base est le polynôme ܺ + ʹ. 
D’après le théorème du rang dimሺkerሺ݂ሻሻ + dim(݉ܫሺ݂ሻ൯ = dimሺℝଶ[ܺ]ሻ ⇔ ͳ + dim(݉ܫሺ݂ሻ൯ = ͵ ⇔ dim(݉ܫሺ݂ሻ൯ = ʹ ݂ሺܺଶሻ = −ܺଶ + Ͷܺ; ݂ሺܺሻ = ʹ 
Ces deux polynômes ne sont pas proportionnels, ils forment une famille libre de ݉ܫሺ݂ሻ qui est de 
dimension ʹ , c’est une base de ݉ܫሺ݂ሻ. 

Remarque : ݂ሺͳሻ = ͳ est proportionnel au vecteur (polynôme) ݂ሺܺሻ = ʹ. 
4.   ݂ሺܺଶሻ = Ͷܺ − ܺଶ; ݂ሺܺሻ = ʹ; ݂ሺͳሻ = ͳ 

Par conséquent 

ܣ = ଵ,�,�మ൯ሺ݂ሻ)ݐܽܯ = ݂ሺͳሻ ݂ሺܺሻ ݂ሺܺଶሻ(ͳ       ʹ      ͲͲ       Ͳ      ͶͲ       Ͳ   −ͳ)
 ͳܺܺଶ 

ߙ  .5 × ͳ + ሺܺߚ − ʹሻ + ሺܺߛ − ʹሻଶ = Ͳ ⇔ ߙ + ܺߚ − ߚʹ + ଶܺߛ − Ͷܺߛ + Ͷߛ = Ͳ⇔ ଶܺߛ + ሺߚ − Ͷߛሻܺ + ߙ − ߚʹ + Ͷߛ = Ͳ ⇔ { ߛ = Ͳߚ − Ͷߛ = Ͳߙ − ߚʹ + Ͷߛ = Ͳ ⇔ ߛ} = Ͳߚ = Ͳߙ = Ͳ ߚ′ est une famille libre à trois vecteurs dans un espace de dimension ͵, c’est une base. 
6.  
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ܲ = ͳ    ܺ − ʹ ሺܺ − ʹሻଶ(ͳ      −ʹ          ͶͲ      ͳ       −ͶͲ      Ͳ          ͳ)
 ͳܺܺଶ 

ܲܺ = ܻ ⇔ (ͳ −ʹ ͶͲ ͳ −ͶͲ Ͳ ͳ (ଷݔଶݔଵݔ)( = (ଷݕଶݕଵݕ) ⇔ ଵݔ} − ଶݔʹ + Ͷݔଷ = ଶݔଵݕ − Ͷݔଷ = ଷݔଶݕ = ଷݕ ⇔ ଵݔ} = ଶݔʹ − Ͷݔଷ + ଶݔଵݕ = Ͷݔଷ + ଷݔଶݕ = ⇔ଷݕ ଵݔ} = ʹሺݕଶ + Ͷݕଷሻ − Ͷݕଷ + ଶݔଵݕ = ଶݕ + Ͷݕଷݔଷ = ଷݕ ⇔ ଵݔ} = ଵݕ + ଶݕʹ + Ͷݕଷݔଶ = ଶݕ + Ͷݕଷݔଷ = ଷݕ ⇔ =(ଷݔଶݔଵݔ) (ͳ ʹ ͶͲ ͳ ͶͲ Ͳ ͳ)(ݕଵݕଶݕଷ) 

ܲ−ଵ = (ͳ ʹ ͶͲ ͳ ͶͲ Ͳ ͳ) 

Remarque : 
On rappelle que ܲ−ଵ est la matrice de passage de ߚ′ à ߚ, cela signifie que ͳ = ͳ ܺ = ʹ × ͳ + ͳ × ሺܺ − ʹሻ ܺଶ = Ͷ × ͳ + Ͷ × ሺܺ − ʹሻ + ͳ × ሺܺ − ʹሻଶ 

7.  ݂ሺͳሻ = ͳ ݂ሺܺ − ʹሻ = ܺ − ʹ − ሺܺ − ʹሻ × ͳ = Ͳ ݂ሺሺܺ − ʹሻଶሻ = ሺܺ − ʹሻଶ − ሺܺ − ʹሻ × ʹሺܺ − ʹሻ = −ሺܺ − ʹሻଶ 
Donc 

ܦ = ሺ݂ሻ′�ݐܽܯ = ݂ሺͳሻ ݂ሺܺ − ʹሻ ݂ሺሺܺ − ʹሻଶሻ(ͳ                Ͳ             ͲͲ                Ͳ             ͲͲ                Ͳ          −ͳ)
 ͳܺ − ʹሺܺ − ʹሻଶ 

Deuxième méthode 
On calcule ܦ = ܲ−ଵܲܣ = (ͳ ʹ ͶͲ ͳ ͶͲ Ͳ ͳ)(ͳ ʹ ͲͲ Ͳ ͶͲ Ͳ −ͳ)(ͳ −ʹ ͶͲ ͳ −ͶͲ Ͳ ͳ ) = (ͳ ʹ ͶͲ ͳ ͶͲ Ͳ ͳ)(ͳ Ͳ −ͶͲ Ͳ ͶͲ Ͳ −ͳ)= (ͳ Ͳ ͲͲ Ͳ ͲͲ Ͳ −ͳ) 

On trouve bien sûr le même résultat (cela fait partie du cours). 
Allez à : Exercice 61 
 
Correction exercice 62.   

1. Soient ܲ ଵ et ܲ ଶ deux polynômes de ℝଶ[ܺ] et soient ߣଵ et ߣଶ deux réels. ݑሺߣଵ ଵܲ + ଶߣ ଶܲሻ = ʹܺሺߣଵ ଵܲ + ଶߣ ଶܲሻ − ܺଶሺߣଵ ଵܲ + ଶߣ ଶܲሻ′ = ʹܺሺߣଵ ଵܲ + ଶߣ ଶܲሻ − ܺଶሺߣଵ ଵܲ′ + ଶߣ ଶܲ′ሻ= ܺʹଵሺߣ ଵܲ − ܺଶ ଵܲ′ሻ + ܺʹଶሺߣ ଶܲ − ܺଶ ଶܲ′ሻ = ሺݑଵߣ ଵܲሻ + ሺݑଶߣ ଶܲሻ 
Donc ݑ est linéaire. 
Soit ܲ = ܽܺଶ + ܾܺ + ܿ א ℝଶ[ܺ], ܲ ′ = ʹܽܺ + ሺܲሻݑ ܾ = ʹܺሺܽܺଶ + ܾܺ + ܿሻ − ܺଶሺʹܽܺ + ܾሻ = ʹܽܺଷ + ʹܾܺଶ + ʹܿܺ − ʹܽܺଷ − ܾܺଶ = ܾܺଶ + אܺܿʹ ℝଶ[ܺ] 
Donc ݑ est un endomorphisme de ℝଶ[ܺ]. 

ሺͳሻݑ .2 = ሺܺሻݑ ,ܺʹ = ʹܺଶ − ܺଶ = ܺଶ et ݑሺܺଶሻ = ʹܺଷ − ʹܺଷ = Ͳ 
Par conséquent 
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ܣ = (Ͳ Ͳ Ͳʹ Ͳ ͲͲ ͳ Ͳ)
௨ሺଵሻ ௨ሺ�ሻ ௨(�మ൯ ͳܺܺଶ 

3. Soit ܲ = ܽܺଶ + ܾܺ + ܿ א kerሺݑሻ,  ݑሺܲሻ = ܾܺଶ + ʹܿܺ = Ͳ ⇔ ܾ = ܿ = Ͳ 
Donc ܲ = ܽܺଶ, une base de kerሺݑሻ est ܺ ଶ et dimሺkerሺݑሻሻ = ͳ. 

ሻݑሺ݉ܫ   .4 = ,ሺͳሻݑ)ݐܿ݁� ,ሺܺሻݑ ሺܺଶሻ൯ݑ = ,ܺʹሺݐܿ݁� ܺଶ, Ͳሻ = ,ܺʹሺݐܿ݁� ܺଶሻ = ,ሺܺݐܿ݁� ܺଶሻ ሺܺ, ܺଶሻ est une sous-famille d’une famille libre, c’est une famille libre et génératrice de ݉ܫሺݑሻ c’est une 
base de ݉ܫሺݑሻ et dim(݉ܫሺݑሻ൯ = ʹ 

Allez à : Exercice 62 
  
Correction exercice 63.  

ଵߣሺݑ  .1 ଵܲ + ଶߣ ଶܲሻ = ଵߣ ଵܲ + ଶߣ ଶܲ + ሺͳ − ܺሻሺߣଵ ଵܲ + ଶߣ ଶܲሻ′ + ʹሺߣଵ ଵܲ + ଶߣ ଶܲሻ′′= ଵߣ ଵܲ + ଶߣ ଶܲ + ሺͳ − ܺሻሺߣଵ ଵܲ′ + ଶߣ ଶܲ′ሻ + ʹሺߣଵ ଵܲ′′ + ଶߣ ଶܲ′′ሻ= ଵሺߣ ଵܲ + ሺͳ − ܺሻ ଵܲ′ + ʹ ଵܲ′′ሻ + ଶሺߣ ଶܲ + ሺͳ − ܺሻ ଶܲ′ + ʹ ଶܲ′′ሻ = ሺݑଵߣ ଵܲሻ + ሺݑଶߣ ଶܲሻ ݑ est une application linéaire. 
2. Il est clair que le degré de ݑሺܲሻ = ܲ + ሺͳ − ܺሻܲ′ + ʹܲ′′ est un polynôme de degré inférieur ou égal à ʹ 

lorsque ܲ  est un polynôme de degré inférieur ou égal à ʹ. Par conséquent ݑ est un endomorphisme de ℝଶ[ܺ]. 
ሺͳሻݑ  .3 = ͳ ݑሺܺሻ = ܺ + ሺͳ − ܺሻ × ͳ = ͳ ݑሺܺଶሻ = ܺଶ + ሺͳ − ܺሻ × ʹܺ + ʹ × ʹ = Ͷ + ʹܺ − ܺଶ ܣ = (ͳ ͳ ͶͲ Ͳ ʹͲ Ͳ −ͳ) 

ሺͳߙ  .4 − ܺሻ + ߚ × ͳ + ሺͳߛ + ʹܺ − ܺଶሻ = Ͳ ⇔ ଶܺߛ− + ሺ−ߙ + ሻܺߛʹ + ߙ + ߚ + ߛ = Ͳ⇔ { ߛ− = Ͳ−ߙ + ߛʹ = Ͳߙ + ߚ + ߛ = Ͳ ⇔ ߙ} = Ͳߚ = Ͳߛ = Ͳ 

Cette famille est libre, elle a trois vecteurs dans un espace de dimension ͵, c’est une base de ℝଶ[ܺ]. 
ሺͳݑ  .5 − ܺሻ = ͳ − ܺ + ሺͳ − ܺሻ × ሺ−ͳሻ = Ͳ ݑሺͳሻ = ͳ ݑሺͳ + ʹܺ − ܺଶሻ = ͳ + ʹܺ − ܺଶ + ሺͳ − ܺሻ × ሺʹ − ʹܺሻ + ʹ × ሺ−ʹሻ = −ͳ − ʹܺ + ܺଶ= −ሺͳ + ʹܺ − ܺଶሻ 

Donc  ܦ = (Ͳ Ͳ ͲͲ ͳ ͲͲ Ͳ −ͳ) 

Allez à : Exercice 63 
 
Correction exercice 64.   

1. Soit ߣ et ߤ deux réels et ܲ et ܳ  deux polynômes 
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ܲߣሺݑ + ሻܳߤ = ͳʹ ሺͳ − ܺଶሻሺܲߣ + ′′ሻܳߤ + ܺሺܲߣ + ′ሻܳߤ − ሺܲߣ + =ሻܳߤ ͳʹ ሺͳ − ܺଶሻሺܲߣ′′ + ሻ′′ܳߤ + ܺሺܲߣ′ + ሻ′ܳߤ − ሺܲߣ + =ሻܳߤ ߣ (ͳʹ ሺͳ − ܺଶሻܲ′′ + ܺܲ′ − ܲ) + ߤ (ͳʹ ሺͳ − ܺଶሻܳ′′ + ܺܳ′ − ܳ) = ሺܲሻݑߣ +  ሺܳሻݑߤ
Donc ݑ est linéaire 
Pour ܲ א ℝଶ[ܺ] ݀°ܲ′′ ൑ Ͳ ⇒ ݀°ሺͳ − ܺଶሻܲ′′ ൑ ʹ ݀°ܲ′ ൑ ͳ ⇒ ݀°ܺܲ′′ ൑ ʹ 
Donc ݀°ݑሺܲሻ ൑ ʹ 
Ce qui montre que ܲא ℝଶ[ܺ] entraine que ݑሺܲሻ א ℝଶ[ܺ]. Donc ݑ est un endomorphisme de ℝଶ[ܺ]. 

2. Soit ܲ = ܽܺଶ + ܾܺ + ܿ ܲ א kerሺݑሻ ⇔ ሺܲሻݑ = Ͳ ⇔ ͳʹ ሺͳ − ܺଶሻʹܽ + ܺሺʹܽܺ + ܾሻ − ሺܽܺଶ + ܾܺ + ܿሻ = Ͳ ⇔ ܽ − ܿ = Ͳ 

Donc ܲ = ܽܺଶ + ܾܺ + ܽ = ܽሺܺଶ + ͳሻ + ܾܺ 
La famille ሺܺଶ + ͳ, ܺሻ est une famille de deux vecteurs non proportionnels, donc libre, qui engendre kerሺݑሻ donc c’est une base de kerሺݑሻ 

3. D’après le théorème du rang dimሺkerሺݑሻሻ + dim(݉ܫሺݑሻ൯ = dimሺℝଶ[ܺ]ሻ 
Donc dim(݉ܫሺݑሻ൯ = ͳ ݑሺͳሻ = −ͳ 
Donc ݉ܫሺݑሻ est la droite engendrée par le polynôme constant ଷܲ = ͳ (ou −ͳ c’est pareil) 

ሺܺଶߙ   .4 + ͳሻ + ܺߚ + ߛ = Ͳ ⇔ ଶܺߙ + ܺߚ + ߙ + ߛ = Ͳ ⇔ { ߙ = Ͳߚ = Ͳߙ + ߛ = Ͳ ⇔ ߙ} = Ͳߚ = Ͳߛ = Ͳ 

Ce qui montre que ሺ ଵܲ, ଶܲ, ଷܲሻ est une famille libre à trois vecteurs dans un espace vectoriel de 
dimension 3, il s’agit donc d’une base de ℝଶ[ܺ] 

5. On a ݑሺ ଵܲሻ = Ͳ, ݑሺ ଶܲሻ = Ͳ et ݑሺ ଷܲሻ = −ͳ donc ܦ = (Ͳ Ͳ ͲͲ Ͳ ͲͲ Ͳ −ͳ) 

Allez à : Exercice 64 
 
Correction exercice 65.  

1. Soient ܲ ଵ et ܲ ଶ deux polynômes de ℝଶ[ܺ] et ߣଵ et ߣଶ deux réels. ݂ሺߣଵ ଵܲ + ଶߣ ଶܲሻሺܺሻ = ሺߣଵ ଵܲ + ଶߣ ଶܲሻሺܺ + ͳሻ − ሺߣଵ ଵܲ + ଶߣ ଶܲሻሺܺሻ= ଵߣ ଵܲሺܺ + ͳሻ + ଶߣ ଶܲሺܺ + ͳሻ − ଵߣ) ଵܲሺܺ + ͳሻ + ଶߣ ଶܲሺܺ + ͳሻ൯= )ଵߣ ଵܲሺܺ + ͳሻ − ଵܲሺܺሻ൯ + )ଶߣ ଶܲሺܺ + ͳሻ − ଶܲሺܺሻ൯ = ଵ݂ሺߣ ଵܲሻሺܺሻ + ଶ݂ሺߣ ଶܲሻሺܺሻ 
Ce qui entraine que : ݂ሺߣଵ ଵܲ + ଶߣ ଶܲሻ = ଵ݂ሺߣ ଵܲሻሺܺሻ + ଶ݂ሺߣ ଶܲሻ 

2. ݂ est linéaire. ݂ሺͳሻሺܺሻ = ͳ − ͳ = Ͳ ݂ሺܺሻሺܺሻ = ሺܺ + ͳሻ − ܺ = ͳ ݂ሺܺଶሻ = ሺܺ + ͳሻଶ − ܺଶ = ͳ + ʹܺ 
Donc  

ܣ = ݂ሺͳሻ ݂ሺܺሻ ݂ሺܺଶሻ(Ͳ     ͳ      ͳͲ     Ͳ      ʹͲ     Ͳ      Ͳ)
   ͳܺܺଶ 



Applications linéaires, matrices, déterminants   Pascal Lainé 

 

75 

 

ߙ  .3 × ͳ + ߚ × ሺܺ − ͳሻ + ߛ × ሺܺ − ͳሻሺܺ − ʹሻ = Ͳ ⇔ ଶܺߛ + ሺߚ − ሻܺߛ͵ + ሺߙ − ߚ + ሻߛʹ = Ͳ⇔ { ߛ = Ͳߚ − ߛ͵ = Ͳߙ − ߚ + ߛʹ = Ͳ ⇔ ߛ} = Ͳߚ = Ͳߙ = Ͳ 

ℬ′ est une famille libre à trois vecteurs dans un espace de dimension ͵ c’est une base de ℝଶ[ܺ]. 
4.  ݂ሺͳሻሺܺሻ = Ͳ, ݂ ሺܺ − ͳሻሺܺሻ = ሺܺ − ͳ + ͳሻ − ሺܺ − ͳሻ = ͳ et  ݂(ሺܺ − ͳሻሺܺ − ʹሻ൯ሺܺሻ = ሺܺ − ͳ + ͳሻሺܺ − ʹ + ͳሻ − ሺܺ − ͳሻሺܺ − ʹሻ = ܺሺܺ − ͳሻ − ሺܺ − ͳሻሺܺ − ʹሻ= ሺܺ − ͳሻ(ܺ − ሺܺ − ʹሻ൯ = ʹሺܺ − ͳሻ 

Donc  

ܤ =                    ݂ሺͳሻ              ݂ሺܺ − ͳሻ ݂(ሺܺ − ͳሻሺܺ − ʹሻ൯(Ͳ                   ͳ                     ͲͲ                   Ͳ                      ʹͲ                   Ͳ                      Ͳ)
      ͳܺ − ͳሺܺ − ͳሻሺܺ − ʹሻ 

Allez à : Exercice 65 
 
Correction exercice 66.  

1. Soient ܲ ଵ, ଶܲ א ℝଷ[ܺ], ߣଵ, ଶߣ א ℝ ݃ሺߣଵ ଵܲ + ଶߣ ଶܲሻ = (ሺߣଵ ଵܲ + ଶߣ ଶܲሻሺͳሻ, ሺߣଵ ଵܲ + ଶߣ ଶܲሻሺ−ͳሻ൯= ଵߣ) ଵܲሺ−ͳሻ + ଶߣ ଶܲሺ−ͳሻ, ଵߣ ଵܲሺͳሻ + ଶߣ ଶܲሺͳሻ൯= )ଵߣ ଵܲሺ−ͳሻ, ଵܲሺͳሻ൯ + )ଶߣ ଶܲሺ−ͳሻ, ଶܲሺͳሻ൯ = ଵ݃ሺߣ ଵܲሻ + ଶ݃ሺߣ ଶܲሻ 
Donc ℎ est linéaire. 

2. Soit ܲ א ker ሺ݃ሻ, (ܲሺ−ͳሻ, ܲሺͳሻ൯ = ሺͲ,Ͳሻ ⇔ {ܲሺ−ͳሻ = Ͳܲሺͳሻ = Ͳ  

Un polynôme de degré inférieur ou égal à ͵ qui s’annule en −ͳ et en ͳ est de la forme ܲ = ሺܽܺ + ܾሻሺܺ + ͳሻሺܺ − ͳሻ = ܽܺሺܺଶ − ͳሻ + ܾሺܺଶ − ͳሻ ሺܺሺܺଶ − ͳሻ, ܺଶ − ͳሻ forme une famille libre (car les polynômes ne sont pas proportionnels) qui 
engendre kerሺ݃ሻ, c’est une base de kerሺ݃ሻ. 
Une base ℝଷ est ሺͳ, ܺ, ܺଶ, ܺଷሻ ݃ሺͳሻ = ሺͳ,ͳሻ; ݃ሺܺሻ = ሺ−ͳ,ͳሻ; ݃ሺܺଶሻ = ሺͳ,ͳሻ; ݃ሺܺଷሻ = ሺ−ͳ,ͳሻ 
L’image de ݃ est engendré par ሺͳ,ͳሻ et ሺ−ͳ,ͳሻ (ces vecteurs ne sont pas proportionnels) ils forment 
donc une famille libre, bref c’est une base de ℐ݉ሺ݃ሻ, comme ℐ݉ሺ݃ሻ ⊂ ℝଶ et qu’ils ont la même 
dimension, on en déduit que ℐ݉ሺ݃ሻ = ℝଶ. 

3. La linéarité de ℎ est évidente (voir 1°)). 
Soit ܲ = ܽܺ + ܾ א ℝଵ[ܺ] un vecteur de kerሺℎሻ, {ܲሺ−ͳሻ = Ͳܲሺͳሻ = Ͳ ⇔ {−ܽ + ܾ = Ͳܽ + ܾ = Ͳ ⇔ ܽ = ܾ = Ͳ 

Le noyau de ℎ est réduit au vecteur nul, de plus d’après le théorème du rang dimሺkerሺℎሻሻ + dim(ℐ݉ሺℎሻ൯ = dimሺℝଵ[ܺ]ሻ ⇔ dim(ℐ݉ሺℎሻ൯ = ʹ 

Donc ℐ݉ሺℎሻ = ℝଵ[ܺ], autrement dit ℎ est surjective, finalement ℎ est bijective. 
Allez à : Exercice 66 
 
Correction exercice 67.  



Applications linéaires, matrices, déterminants   Pascal Lainé 

 

76 

 

1. ܽ et ܾ  ne sont pas proportionnelles donc ሺܽ, ܾሻ est libre, de plus ሺܽ, ܾሻ est une famille génératrice de ܪ 
donc c’est une base de ܪ, d’où dimሺܪሻ = ʹ. 

2. Soit �ℝ l’application nulle, �ℝሺlnሺʹሻሻ = Ͳ donc �ℝ א  ܨ
Soient ݂ଵ א ݂ et ܨ ଶ א donc ݂ଵሺlnሺʹሻሻ ,ܨ = Ͳ et ݂ ଶሺlnሺʹሻሻ = Ͳ et soient ߣଵ, ଵߣଶ deux réels ሺߣ ଵ݂ + ଶߣ ଶ݂ሻሺlnሺʹሻሻ = ଵߣ ଵ݂ሺlnሺʹሻሻ + ଶߣ ଶ݂ሺlnሺʹሻሻ = ଵߣ × Ͳ + ଶߣ × Ͳ = Ͳ 
Donc ߣଵ ଵ݂ + ଶߣ ଶ݂ א  .ܪ est un sous-espace-vectoriel de ܨ ,ܨ

3. On rappelle que chሺlnሺʹሻሻ = ݁lnሺଶሻ + ݁−lnሺଶሻʹ = ʹ + ͳʹʹ = ͷͶ 

shሺlnሺʹሻሻ = ݁lnሺଶሻ − ݁−lnሺଶሻʹ = ʹ − ͳʹʹ = Ͷ͵ ݂ א ܨ ⇔ { ݂ א ሺlnሺʹሻሻ݂ܪ = Ͳ ⇔ ,ߣ∃} ߤ א ℝ,   ݂ = ܽߣ + ሺlnሺʹሻሻ݂ܾߤ = Ͳ ⇔ ,ߣ∃} ߤ א ℝ, ݔ∀ א ℝ   ݂ሺݔሻ = ሻݔሺܽߣ + ሻ݂ሺlnሺʹሻሻݔሺܾߤ = Ͳ⇔ ,ߣ∃} ߤ א ℝ, ݔ∀ א ℝ   ݂ሺݔሻ = ሻݔሺܽߣ + ሺlnሺʹሻሻܽߣሻݔሺܾߤ + ሺlnሺʹሻሻܾߤ = Ͳ⇔ ,ߣ∃} ߤ א ℝ, ݔ∀ א ℝ   ݂ሺݔሻ = ሻݔሺܽߣ + ߣሻݔሺܾߤ ͷͶ + ߤ Ͷ͵ = Ͳ⇔ ,ߣ∃} ߤ א ℝ, ݔ∀ א ℝ   ݂ሺݔሻ = ሻݔሺܽߣ + ߣሻݔሺܾߤ = − ͷ͵ ߤ  

⇔ ߤ∃ א ℝ,∀ݔ א ℝ,   ݂ሺݔሻ = − ͷ͵ ሻݔሺܽߤ + ሻݔሺܾߤ ⇔ ߤ∃ א ℝ, ݂ = −ሺߤ ͷ͵ ܽ + ܾሻ ܨ est un espace de dimension ͳ dont une base est − ଷହܽ + ܾ. 

4.  
a) Soient ݂ଵ א ݂ et ܪ ଶ א ,ଵߣ et soient ܪ ଵߣଶ deux réels. �ሺߣ ଵ݂ + ଶߣ ଶ݂ሻ = ሺሺߣଵ ଵ݂ + ଶߣ ଶ݂ሻሺ− lnሺʹሻሻ, ሺߣଵ ଵ݂ + ଶߣ ଶ݂ሻሺlnሺʹሻሻ= ሺߣଵ ଵ݂ሺ− lnሺʹሻሻ + ଶߣ ଶ݂ሺ− lnሺʹሻ , ଵߣ ଵ݂ሺ− lnሺʹሻሻ + ଶߣ ଶ݂ሺ− lnሺʹሻሻ= ଵሺߣ ଵ݂ሺ− lnሺʹሻ , ଵ݂ሺlnሺʹሻሻ + ଶሺߣ ଶ݂ሺ− lnሺʹሻ , ଶ݂ሺlnሺʹሻሻ = ଵ�ሺߣ ଵ݂ሻ + ଶ�ሺߣ ଶ݂ሻ 

Donc � est une application linéaire. 
b) Soit ݂ א kerሺ�ሻ, ∃ߣ, ߤ א ℝ, ݔ∀ א ℝ   ݂ሺݔሻ = ሻݔሺܽߣ + ሻ �ሺ݂ሻݔሺܾߤ = ሺͲ,Ͳሻ ⇔ ሺ݂ሺ− lnሺʹሻ , ݂ሺlnሺʹሻሻ = ሺͲ,Ͳሻ ⇔ {݂ሺ− lnሺʹሻ = Ͳ݂ሺlnሺʹሻ = Ͳ

⇔ −ሺܽߣ} lnሺʹሻሻ + −ሺܾߤ lnሺʹሻሻ = Ͳܽߣሺlnሺʹሻሻ + ሺlnሺʹሻሻܾߤ = Ͳ ⇔ ߣ} ͷͶ − ߤ Ͷ͵ = Ͳߣ ͷͶ + ߤ Ͷ͵ = Ͳ ⇔ ߣ} = Ͳߤ = Ͳ 

Donc ݂ = �ℝ, le noyau de � est réduit au vecteur nul donc � est injective, d’après le théorème du 
rang dimሺkerሺ�ሻሻ + dim ሺ݉ܫሺ�ሻ = dimሺܪሻ ⇔ dim ሺ݉ܫሺ�ሻ = ʹ 
Ce qui montre que � est surjective, finalement � est surjective donc bijective. 

Allez à : Exercice 67 
 
Correction exercice 68.  

1. Soient ܣ א ��ሺℝሻ et ܤ א ��ሺℝሻ et soient ߣ et ߤ deux réels. 
La matrice nulle ܱ  vérifie ܱ = −ܱ ௧  ሺܣߣ + ሻܤߤ = ߣ ௧ ܣ + ߤ ௧ ܤ = ሻܣ−ሺߣ + ሻܤ−ሺߤ = −ሺܣߣ + ሻ ௧ܤߤ   
Donc ��ሺℝሻ est un sous-espace vectoriel de ℳ�ሺℝሻ. 
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 Soient ܣ א ��ሺℝሻet ܤ א ��ሺℝሻet soient ߣ et ߤ deux réels. 
La matrice nulle ܱ  vérifie ܱ = ܱ ௧  ሺܣߣ + ሻܤߤ = ߣ ௧ ܣ + ߤ ௧ ܤ = ܣߣ + ܤߤ = ܣߣ + ௧ ܤߤ   
Donc ��ሺℝሻ est un sous-espace vectoriel de ℳ�ሺℝሻ. 

2.  ቀ�+ � �ଶ ቁ = ଵଶ ሺ ௧ ܣ + ሺ ௧ ܣ ሻ ௧ ሻ = ଵଶ ሺ ௧ ܣ + ሻ ௧ܣ  donc 
�+ � �ଶ א ��ሺℝሻ ቀ�− � �ଶ ቁ = ଵଶ ሺ ௧ ܣ − ሺ ௧ ܣ ሻ ௧ ሻ = ଵଶ ሺ ௧ ܣ − ሻܣ = − ଵଶ ሺܣ − ௧ ܣ ሻ ௧  donc 

�− � �ଶ א ��ሺℝሻ 
3. Pour toute matrice ܣ : ܣ = ͳʹ ሺܣ + ௧ ܣ ሻ + ͳʹ ሺܣ − ௧ ܣ ሻ 

Donc ��ሺℝሻ + ��ሺℝሻ = ℳ�ሺℝሻ. 
4. Soit ܣ א ��ሺℝሻ ∩ ��ሺℝሻ, ܣ ௧ = ௧ ܣ et ܣ− = ܣ donc ܣ = ܣ d’où ܣ− = ܱ. ��ሺℝሻ ∩ ��ሺℝሻ = {ܱ} et ��ሺℝሻ + ��ሺℝሻ = ℳ�ሺℝሻ entraine que ��ሺℝሻ⊕ ��ሺℝሻ = ℳ�ሺℝሻ. 
5.  

௦ܣ = ͳʹ ሺܣ + ௧ ܣ ሻ = ͳʹ ቆቀͳ ͵ʹ Ͷቁ + ቀͳ ʹ͵ Ͷቁቇ = ൮ͳ ͷʹͷʹ Ͷ) 

௔ܣ = ͳʹ ሺܣ − ௧ ܣ ሻ = ͳʹ ቆቀͳ ͵ʹ Ͷቁ − ቀͳ ʹ͵ Ͷቁቇ = ൮ Ͳ ͳʹ
− ͳʹ Ͳ) 

௦ܣ est la somme de ܣ א ��ሺℝሻ et de ܣ௔ א ��ሺℝሻ. 
Allez à : Exercice 68 
 
Correction exercice 69.   

1. dim(ℳଶሺℝሻ൯ = ʹ × ʹ = Ͷ 

2. Soit ܣ = ቀܽ ܾܿ ݀ቁ א kerሺ�ሻ �ሺܣሻ = ܱ ⇔ ܣ − ௧ ܣ = ܱ ⇔ ቀܽ ܾܿ ݀ቁ − ቀܽ ܾܿ ݀ቁ = ቀͲ ͲͲ Ͳቁ ⇔ ܾ = ܿ 
Donc  ܣ = ቀܽ ܾܾ ݀ቁ = ܽ ቀͳ ͲͲ Ͳቁ + ܾ ቀͲ ͳͳ Ͳቁ + ݀ ቀͲ ͲͲ ͳቁ 
La famille de matrices ቆቀͳ ͲͲ Ͳቁ , ቀͲ ͳͳ Ͳቁ , ቀͲ ͲͲ ͳቁቇ engendre kerሺ�ሻ et  ߙ ቀͳ ͲͲ Ͳቁ + ߚ ቀͲ ͳͳ Ͳቁ + ߛ ቀͲ ͲͲ ͳቁ = ቀͲ ͲͲ Ͳቁ ⇔ ߙ) ߚߚ (ߛ = ቀͲ ͲͲ Ͳቁ ⇔ ߙ = ߚ = ߛ = Ͳ 

Montre que cette famille est libre, elle forme donc une base de kerሺ�ሻ et dimሺkerሺ�ሻሻ = ͵ 

3. Soit ܣ = ቀܽ ܾܿ ݀ቁ �ሺܣሻ = ቀܽ ܾܿ ݀ቁ − ቀܽ ܾܿ ݀ቁ = ቀ Ͳ ܿ − ܾܾ − ܿ Ͳ ቁ = ሺܾ − ܿሻ ቀͲ −ͳͳ Ͳ ቁ 
Par conséquent l’image de � est la droite engendrée par la matrice ܬ = ቀͲ −ͳͳ Ͳ ቁ ݉ܫሺ�ሻ étant une droite, toute matrice de cette image est proportionnelle à ܬ. 

Allez à : Exercice 69 
 
Correction exercice 70.  

1.  
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| ͳ ͳ ͳܽ ܾ ܾܿ + ܿ ܽ + ܿ ܽ + ܾ| = | ͳ Ͳ Ͳܽ ܾ − ܽ ܿ − ܾܽ + ܿ ܽ − ܾ ܽ − ܿ| = ሺܾ − ܽሻሺܿ − ܽሻ | ͳ Ͳ Ͳܽ ͳ ͳܾ + ܿ −ͳ −ͳ| = Ͳ 

2.  
a)  ܮଵ ଶܮ |ଷܮ ͳ ͳ ͳܾ ܿ ܾ݀ଶ ܿଶ ݀ଶ| =

ଵܮ ଶܮ − ଵܮ ଷܮ − |ଵܮ ͳ Ͳ Ͳܾ ܿ − ܾ ݀ − ܾܾଶ ܿଶ − ܾଶ ݀ଶ − ܾଶ| = ሺܿ − ܾሻሺ݀ − ܾሻ | ͳ Ͳ Ͳܾ ͳ ͳܾଶ ܿ + ܾ ݀ + ܾ|= ሺܿ − ܾሻሺ݀ − ܾሻሺ݀ − ܿሻ 
b)  

| ͳ ͳ ͳ ͳܽ ܾ ܿ ݀ܽଶ ܾଶ ܿଶ ݀ଶܽଷ ܾଷ ܿଷ ݀ଷ| = | ͳ Ͳ Ͳ Ͳܽ ܾ − ܽ ܿ − ܽ ݀ − ܽܽଶ ܾଶ − ܽଶ ܿଶ − ܽଶ ݀ଶ − ܽଶܽଷ ܾଷ − ܽଷ ܿଷ − ܽଷ ݀ଷ − ܽଷ| 
= | ͳ Ͳ Ͳ Ͳܽ ܾ − ܽ ܿ − ܽ ݀ − ܽܽଶ ሺܾ − ܽሻሺܾ + ܽሻ ሺܿ − ܽሻሺܿ + ܽሻ ሺ݀ − ܽሻሺ݀ + ܽሻܽଷ ሺܾ − ܽሻሺܾଶ + ܾܽ + ܽଶሻ ሺܿ − ܽሻሺܿଶ + ܽܿ + ܽଶሻ ሺ݀ − ܽሻሺ݀ଶ + ݀ܽ + ܽଶሻ| 
= ሺܾ − ܽሻሺܿ − ܽሻሺ݀ − ܽሻ | ͳ Ͳ Ͳ Ͳܽ ͳ ͳ ͳܽଶ ܾ + ܽ ܿ + ܽ ݀ + ܽܽଷ ܾଶ + ܾܽ + ܽଶ ܿଶ + ܽܿ + ܽଶ ݀ଶ + ݀ܽ + ܽଶ| = ሺܾ − ܽሻሺܿ − ܽሻሺ݀ − ܽሻ | ͳ ͳ ͳܾ + ܽ ܿ + ܽ ݀ + ܾܽଶ + ܾܽ + ܽଶ ܿଶ + ܽܿ + ܽଶ ݀ଶ + ݀ܽ + ܽଶ| = ሺܾ − ܽሻሺܿ − ܽሻሺ݀ − ܽሻ | ͳ ͳ ͳܾ ܿ ܾ݀ଶ + ܾܽ ܿଶ + ܽܿ ݀ଶ + ݀ܽ|

ଶܮ  − ଷܮଵܮܽ − ܽଶܮଵ = ሺܾ − ܽሻሺܿ − ܽሻሺ݀ − ܽሻ | ͳ ͳ ͳܾ ܿ ܾ݀ଶ ܿଶ ݀ଶ| ଷܮ   − = ଶܮܽ ሺܾ − ܽሻሺܿ − ܽሻሺ݀ − ܽሻሺܿ − ܾሻሺ݀ − ܾሻሺ݀ − ܿሻ 
Allez à : Exercice 70 
 
Correction exercice 71.  

ଵܥ  .1 ଶܥ ଷܥ ܽ  ܽ|ସܥ ܽ   ܽܽ  ܾ ܾ   ܾܽ  ܾ ܿ   ܿܽ  ܾ ܿ   ݀| =
ଵܥ ଶܥ − ଵܥ ଷܥ − ଵܥ ସܥ − ܽ|ଵܥ Ͳ      Ͳ       Ͳܽ ܾ − ܽ ܾ − ܽ       ܾ − ܽܽ ܾ − ܽ ܿ − ܽ       ܿ − ܽܽ ܾ − ܽ  ܿ − ܽ       ݀ − ܽ| = ܽ |ܾ − ܽ ܾ − ܽ ܾ − ܾܽ − ܽ ܿ − ܽ ܿ − ܾܽ − ܽ ܿ − ܽ ݀ − ܽ|

= ܽሺܾ − ܽሻ ଶܥ      ଵܥ |ଷܥ         ͳ ͳ ͳܾ − ܽ ܿ − ܽ ܿ − ܾܽ − ܽ ܿ − ܽ ݀ − ܽ| = ܽሺܾ − ܽሻܥଵ ଶܥ      − ଶܥ ଷܥ − |ଵܥ ͳ  Ͳ Ͳܾ − ܽ   ܿ − ܾ ܿ − ܾܾ − ܽ   ܿ − ܾ ݀ − ܾ|= ܽሺܾ − ܽሻ |ܿ − ܾ ܿ − ܾܿ − ܾ ݀ − ܾ| = ܽሺܾ − ܽሻሺܿ − ܾሻ | ͳ ͳܿ − ܾ ݀ − ܾ|= ܽሺܾ − ܽሻሺܿ − ܾሻሺ݀ − ܿሻ 
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2. Δ = Ͳ ⇔
{   
   ܽ = Ͳܽݑ݋ = ܾݑ݋ܾ = ܿݑ݋ܿ = ݀

 

Allez à : Exercice 71 
 
Correction exercice 72.  
Première partie 

1.  

Soit ݔ = ሺݔଵ, ,ଶݔ ܺ ଷሻ etݔ =  (ଷݔଶݔଵݔ)

ݔ א kerሺݑሻ ⇔ ܺܣ = ܱ ⇔ ( ͳ −ͳ −ʹ−ͳ ͳ ʹͳ Ͳ −ͳ)(ݔଵݔଶݔଷ) = (ͲͲͲ) ⇔ { ଵݔ − ଶݔ − ଷݔʹ = Ͳ−ݔଵ + ଶݔ + ଷݔʹ = Ͳݔଵ              − ଷݔ = Ͳ⇔ ଵݔ} − ଶݔ − ଷݔʹ = Ͳݔଵ = ଷݔ ⇔ ଶݔ} = ଵݔଷݔ− = ଷݔ ݔ  = ሺݔଷ, ,ଷݔ− ଷሻݔ =  ଷሺͳ,−ͳ,ͳሻݔ
On pose ܽ = ሺͳ, −ͳ,ͳሻ et alors kerሺݑሻ =  ሺܽሻݐܿ݁�

2. On pose ܺ௕ = ܺ ,(ଷݔଶݔଵݔ) ௔ = ( ͳ−ͳͳ ) 

ሺܾሻݑ = ܽ ⇔ ௕ܺܣ = ܺ௔ ⇔ ( ͳ −ͳ −ʹ−ͳ ͳ ʹͳ Ͳ −ͳ)(ݔଵݔଶݔଷ) = ( ͳ−ͳͳ ) ⇔ { ଵݔ − ଶݔ − ଷݔʹ = ͳ−ݔଵ + ଶݔ + ଷݔʹ = −ͳݔଵ              − ଷݔ = ͳ⇔ ଵݔ} − ଶݔ − ଷݔʹ = ͳݔଵ = ͳ + ଷݔ ⇔ { ଶݔ = ଵݔଷݔ− = ଷݔ + ͳ 

On prend, par exemple ݔଷ = Ͳ alors ܾ = ሺͳ,Ͳ,Ͳሻ 
3. Soient ݔ א ′ݔ ,ଵܧ א ݔߣሺݑ deux réels ′ߣ et ߣ ଵ etܧ + ሻ′ݔ′ߣ = ሻݔሺݑߣ + ሻ′ݔሺݑ′ߣ = ݔߣ +  ′ݔ′ߣ

Donc ݔߣ + ′ݔ′ߣ א ሺͲℝయሻݑ ଵܧ = Ͳℝయ ⇒ Ͳℝయ א  ଵܧ
Donc ܧଵ est un sous-espace vectoriel de ℝଷ. ݔ א ଵܧ ⇔ ( ͳ −ͳ −ʹ−ͳ ͳ ʹͳ Ͳ −ͳ)(ݔଵݔଶݔଷ) = (ଷݔଶݔଵݔ) ⇔ { ଵݔ − ଶݔ − ଷݔʹ = ଵݔ−ଵݔ + ଶݔ + ଷݔʹ = ଵݔଶݔ              − ଷݔ = ଷݔ ⇔ { ଶݔ− − ଷݔʹ = Ͳ−ݔଵ + ଷݔʹ = Ͳݔଵ              − ଷݔʹ = Ͳ⇔ ଶݔ} = ଵݔଷݔʹ− = ଷݔʹ ݔ  = ሺʹݔଷ, ,ଷݔʹ− ଷሻݔ = ,ʹଷሺݔ −ʹ,ͳሻ 
Si on pose ܿ= ሺʹ,−ʹ,ͳሻ alors ܧଵ =  .ሺܿሻݐܿ݁�

4.  detሺܽ, ܾ, ܿሻ = | ͳ ͳ ʹ−ͳ Ͳ −ʹͳ Ͳ ͳ | = − |−ͳ −ʹͳ ͳ | = −ͳ ≠ Ͳ 

Donc ሺܽ, ܾ, ܿሻ est une base de ℝଷ. 
ሺܽሻݑ  .5 = Ͳℝయ ݑሺܾሻ = ܽ 



Applications linéaires, matrices, déterminants   Pascal Lainé 

 

80 

 

ሺܿሻݑ = ܿ 
Donc � = (Ͳ ͳ ͲͲ Ͳ ͲͲ Ͳ ͳ) 

6. � = ܳ−ଵܳܣ 
Deuxième partie 

1.  ݂ሺͳሻ = ሺʹ + ܺ + ܺଶሻ × ͳ − ሺͳ + ʹܺ + ܺଶ + ܺଷሻ × Ͳ + ͳʹ ሺ−ͳ + ܺ + ܺଶ + ܺଷ + ܺସሻ × Ͳ= ʹ + ܺ + ܺଶ ݂ሺܺሻ = ሺʹ + ܺ + ܺଶሻܺ − ሺͳ + ʹܺ + ܺଶ + ܺଷሻ × ͳ + ͳʹ ሺ−ͳ + ܺ + ܺଶ + ܺଷ + ܺସሻ × Ͳ= ʹܺ + ܺଶ + ܺଷ − ͳ − ʹܺ − ܺଶ − ܺଷ = −ͳ ݂ሺܺଶሻ = ሺʹ + ܺ + ܺଶሻܺଶ − ሺͳ + ʹܺ + ܺଶ + ܺଷሻ × ʹܺ + ͳʹ ሺ−ͳ + ܺ + ܺଶ + ܺଷ + ܺସሻ × ʹ= ʹܺଶ + ܺଷ + ܺସ − ʹܺ − Ͷܺଶ − ʹܺଷ − ʹܺସ − ͳ + ܺ + ܺଶ + ܺଷ + ܺସ = −ͳ − ܺ − ܺଶ ݂ሺߙ + ܺߚ + ଶሻܺߛ = ሺͳሻ݂ߙ + ሺܺሻ݂ߚ + ሺܺଶሻ݂ߛ א ℝଶ[ܺ] 
Car ݂ ሺͳሻ א ℝଶ[ܺ], ݂ ሺܺሻ א ℝଶ[ܺ] et ݂ ሺܺଶሻ א ℝଶ[ܺ] 

2.  

ܤ = ݂ሺͳሻ ݂ሺܺሻ ݂ሺܺଶሻ(ʹ   −ͳ    −ͳͳ   Ͳ    −ͳͳ   Ͳ    −ͳ)
 ͳܺܺଶ 

3. Les coordonnées de ଴ܲ = ͳ + ܺ + ܺଶ dans la base ℬ sont (ͳͳͳ) 

Les coordonnées de ଵܲ = ͳ + ܺ dans la base ℬ sont (ͳͳͲ) 

Les coordonnées de ଶܲ = ʹ + ܺ + ܺଶ dans la base ℬ sont (ͳʹͳ) 

detሺ ଴ܲ, ଵܲ, ଶܲሻ = |ͳ ͳ ʹͳ ͳ ͳͳ Ͳ ͳ| = |ͳ ʹͳ ͳ| + |ͳ ͳͳ ͳ| = −ͳ ≠ Ͳ 

En développement par rapport à la troisième ligne. 
Donc ሺ ଴ܲ, ଵܲ, ଶܲሻ est une base de ℝଶ[ܺ]. 

4.  

Les coordonnées de ݂ሺ ଴ܲሻ dans la base ℬ sont (ʹ   −ͳ    −ͳͳ   Ͳ    −ͳͳ   Ͳ    −ͳ)(ͳͳͳ) = (ͲͲͲ) 

Donc ݂ ሺ ଴ܲሻ = ܱ 

Les coordonnées de ݂ሺ ଵܲሻ dans la base ℬ sont (ʹ   −ͳ    −ͳͳ   Ͳ    −ͳͳ   Ͳ    −ͳ)(ͳͳͲ) = (ͳͳͳ) 

Donc ݂ ሺ ଵܲሻ = ͳ + ܺ + ܺଶ = ଴ܲ 
Les coordonnées de ݂ሺ ଶܲሻ dans la base ℬ sont (ʹ   −ͳ    −ͳͳ   Ͳ    −ͳͳ   Ͳ    −ͳ)(ͳʹͳ) = (ͳʹͳ) 

Donc ݂ ሺ ଶܲሻ = ʹ + ܺ + ܺଶ = ଶܲ 
Donc 
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�′ = ݂ሺ ଴ܲሻ ݂ሺ ଵܲሻ ݂ሺ ଶܲሻ(Ͳ     ͳ       ͲͲ      Ͳ       ͲͲ      Ͳ       ͳ)
 ܲ଴ܲଵܲଶ = � 

5. �′ = ܳ′−ଵܳܤ′ 
Troisième partie ܳ′−ଵܳܤ′ = ܳ−ଵܳܣ ⇔ ܳܳ′−ଵܳܤ′ܳ−ଵ = ܣ ⇔ ሺܳ′ܳ−ଵሻ−ଵܤሺܳ′ܳ−ଵሻ =  ܣ

Donc ܣ et ܤ sont semblables. 
Allez à : Exercice 72 
 
Correction exercice 73.  

1. Si ݔ א kerሺݒሻ alors ݒሺݔሻ = Ͳா, alors ݒ)ݒሺݔሻ൯ = ሺͲாሻݒ = Ͳா donc ݔ א kerሺݒଶሻ,  
cela montre que kerሺݒሻ ⊂ kerሺݒଶሻ, de même si ݔ א kerሺݒଶሻ alors ݒଶሺݔሻ = Ͳா, alors ݒ)ݒଶሺݔሻ൯ ሺͲாሻݒ= = Ͳா donc ݔ א kerሺݒଷሻ, cela montre que kerሺݒଶሻ ⊂ kerሺݒଷሻ et ainsi de suite. 

2. Soit ݔ = ሺݔଵ, ,ଶݔ ,ଷݔ ܺ ସሻ etݔ = ൮ݔଵݔଶݔଷݔସ) ses coordonnées dans la base canonique. 

ݔ א kerሺݑ + �݀ℝరሻ ⇔ ሺܣ + ሻܺܫ = ܱ ⇔ ൮ Ͳ ͳ Ͳ ͳ−ͳ Ͳ ͳ ͵Ͳ ͳ Ͳ −ͳͲ Ͳ Ͳ ʹ )൮
(ସݔଷݔଶݔଵݔ = ൮ͲͲͲͲ)

⇔ { ଶݔ                      + ସݔ = Ͳ−ݔଵ      + ଷݔ + ସݔ͵ = Ͳ         ݔଶ              − ସݔ = Ͳ                              ʹݔସ = Ͳ ⇔ { ଶݔ = Ͳ−ݔଵ + ଷݔ = Ͳݔଶ = Ͳݔସ = Ͳ ⇔ ଷݔ} = ଶݔଵݔ = Ͳݔସ = Ͳ  

ݔ = ሺݔଵ, Ͳ, ,ଵݔ Ͳሻ = ܣଵሺͳ,Ͳ,ͳ,Ͳሻ ሺݔ + ሻଶܫ = ൮ Ͳ ͳ Ͳ ͳ−ͳ Ͳ ͳ ͵Ͳ ͳ Ͳ −ͳͲ Ͳ Ͳ ʹ )൮
Ͳ ͳ Ͳ ͳ−ͳ Ͳ ͳ ͵Ͳ ͳ Ͳ −ͳͲ Ͳ Ͳ ʹ ) = ൮−ͳ Ͳ ͳ ͷͲ Ͳ Ͳ Ͷ−ͳ Ͳ ͳ ͳͲ Ͳ Ͳ Ͷ) 

ݔ א kerሺሺݑ + �݀ℝరሻଶሻ ⇔ ሺܣ + ሻଶܺܫ = ܱ ⇔ ൮−ͳ Ͳ ͳ ͷͲ Ͳ Ͳ Ͷ−ͳ Ͳ ͳ ͳͲ Ͳ Ͳ Ͷ)൮
(ସݔଷݔଶݔଵݔ = ൮

ͲͲͲͲ)
⇔ ଵݔ−} + ଷݔ  + ͷݔସ = ͲͶݔସ = Ͳ−ݔଵ + ଷݔ  + ସݔ = ͲͶݔସ = Ͳ ⇔ ଷݔ} = ସݔଵݔ = Ͳ  

ݔ = ሺݔଵ, ,ଶݔ ,ଵݔ Ͳሻ = ଵሺͳ,Ͳ,ͳ,Ͳሻݔ + ,ଶሺͲ,ͳ,Ͳ,Ͳሻ (ሺͳ,Ͳ,ͳ,Ͳሻݔ ሺͲ,ͳ,Ͳ,Ͳሻ൯ est une famille de vecteurs non proportionnels (donc libre)  

qui engendrent kerሺሺݑ + �݀ℝరሻଶሻ, il s’agit d’une base de kerሺሺݑ + �݀ℝరሻଶሻ. ሺܣ + ሻଷܫ = ൮ Ͳ ͳ Ͳ ͳ−ͳ Ͳ ͳ ͵Ͳ ͳ Ͳ −ͳͲ Ͳ Ͳ ʹ )൮
−ͳ Ͳ ͳ ͷͲ Ͳ Ͳ Ͷ−ͳ Ͳ ͳ ͳͲ Ͳ Ͳ Ͷ) = ൮Ͳ Ͳ Ͳ ͲͲ Ͳ Ͳ ͲͲ Ͳ Ͳ ͲͲ Ͳ Ͳ ͺ) 

ݔ א kerሺሺݑ + �݀ℝరሻଷሻ ⇔ ሺܣ + ሻଷܺܫ = ܱ ⇔ ൮Ͳ Ͳ Ͳ ͲͲ Ͳ Ͳ ͲͲ Ͳ Ͳ ͲͲ Ͳ Ͳ ͺ)൮
(ସݔଷݔଶݔଵݔ = ൮

ͲͲͲͲ) ⇔ ସݔ = Ͳ 

ݔ = ሺݔଵ, ,ଶݔ ,ଷݔ Ͳሻ = ଵሺͳ,Ͳ,Ͳ,Ͳሻݔ + ଶሺͲ,ͳ,Ͳ,Ͳሻݔ + ଷሺͲ,Ͳ,Ͳ,ͳሻݔ = ଵ݁ଵݔ + ଶ݁ଶݔ + ,ଷ݁ଷ ሺ݁ଵݔ ݁ଶ, ݁ଷሻ est une famille (évidement libre) qui engendre kerሺሺݑ + �݀ℝరሻଷሻ,  



Applications linéaires, matrices, déterminants   Pascal Lainé 

 

82 

 

c’est une base de kerሺሺݑ + �݀ℝరሻଷሻ. ሺܣ + ሻସܫ = ൮ Ͳ ͳ Ͳ ͳ−ͳ Ͳ ͳ ͵Ͳ ͳ Ͳ −ͳͲ Ͳ Ͳ ʹ )൮
Ͳ Ͳ Ͳ ͲͲ Ͳ Ͳ ͲͲ Ͳ Ͳ ͲͲ Ͳ Ͳ ͺ) = ൮Ͳ Ͳ Ͳ ͲͲ Ͳ Ͳ ͲͲ Ͳ Ͳ ͲͲ Ͳ Ͳ ͳ͸) 

ݔ א kerሺሺݑ + �݀ℝరሻସሻ ⇔ ሺܣ + ሻସܺܫ = ܱ ⇔ ൮Ͳ Ͳ Ͳ ͲͲ Ͳ Ͳ ͲͲ Ͳ Ͳ ͲͲ Ͳ Ͳ ͳ͸)൮
(ସݔଷݔଶݔଵݔ = ൮ͲͲͲͲ) ⇔ ସݔ = Ͳ 

kerሺሺݑ + �݀ℝరሻଷሻ = kerሺሺݑ + �݀ℝరሻସሻ ݌ = ͵ 
3.  

a) ܽ = ሺͳ,Ͳ,ͳ,Ͳሻ et ܺ ௔ = ൮ͳͲͳͲ)  

b) On pose ܾ = ሺݔଵ, ,ଶݔ ,ଷݔ ܺ ସሻ et etݔ ௕ = ൮ݔଵݔଶݔଷݔସ) ses coordonnées dans la base canonique 

ܽ = ሺݑ + �݀ℝరሻሺܾሻ ⇔ ሺܣ + ሻܺ௕ܫ = ܺ௔ ⇔൮ Ͳ ͳ Ͳ ͳ−ͳ Ͳ ͳ ͵Ͳ ͳ Ͳ −ͳͲ Ͳ Ͳ ʹ )൮
(ସݔଷݔଶݔଵݔ = ൮

ͳͲͳͲ)
⇔ { ଶݔ + ସݔ = ͳ−ݔଵ + ଷݔ + ସݔ͵ = Ͳݔଶ − ସݔ = ͳʹݔସ = Ͳ ⇔ { ଶݔ = ͳ−ݔଵ + ଷݔ = Ͳݔଶ = ͳݔସ = Ͳ ⇔ ଷݔ} = ଶݔଵݔ = ͳݔସ = Ͳ  

On prend, par exemple ݔଷ = Ͳ, ܾ = ሺͲ,ͳ,Ͳ,Ͳሻ. ሺݑ + �݀ℝరሻଶሺܾሻ = ሺݑ + �݀ℝరሻ ∘ ሺݑ + �݀ℝరሻሺܾሻ = ሺݑ + �݀ℝరሻሺܽሻ = Ͳℝర 
Donc ܾ א kerሺሺݑ + �݀ℝరሻଶሻ 
D’autre part, ܽ et ܾ  ne sont pas proportionnels ils forment une famille libre d’un espace de 
dimension ʹ , c’est une base de kerሺሺݑ + �݀ℝరሻଶሻ. 

c) On pose ܿ = ሺݔଵ, ,ଶݔ ,ଷݔ ସሻ et ܺ௖ݔ = ൮ݔଵݔଶݔଷݔସ) ses coordonnées dans la base canonique 

ܾ = ሺݑ + �݀ℝరሻሺܿሻ ⇔ ሺܣ + ሻܺ௖ܫ = ܺ௕ ⇔ ൮ Ͳ ͳ Ͳ ͳ−ͳ Ͳ ͳ ͵Ͳ ͳ Ͳ −ͳͲ Ͳ Ͳ ʹ )൮
(ସݔଷݔଶݔଵݔ = ൮

ͲͳͲͲ)
⇔ { ଶݔ + ସݔ = Ͳ−ݔଵ + ଷݔ + ସݔ͵ = ͳݔଶ − ସݔ = Ͳʹݔସ = Ͳ ⇔ { ଶݔ = Ͳ−ݔଵ + ଷݔ = ͳݔଶ = ͳݔସ = Ͳ ⇔ ଷݔ} = ଵݔ + ͳݔଶ = Ͳݔସ = Ͳ  

On prend, par exemple ݔଵ = Ͳ, ܿ = ሺͲ,Ͳ,ͳ,Ͳሻ ݔ א kerሺሺݑ + �݀ℝరሻଶሻ ⇔ ଷݔ} = ସݔଵݔ = Ͳ  

Les composantes de ܿ ne vérifient pas {ݔଷ = ସݔଵݔ = Ͳ  donc ܿ ב ݑሺሺݎ݁ܭ + �݀ℝరሻଶሻ, de plus ሺܽ, ܾሻ est une 

famille libre de kerሺሺݑ + �݀ℝరሻଶሻ par conséquent ሺܽ, ܾ, ܿሻ est une famille libre, elle a trois vecteurs dans 
un espace vectoriel de dimension trois, c’est une base de kerሺሺݑ + �݀ℝరሻଶሻ. 
 d) ܽ = ሺݑ + �݀ℝరሻሺܾሻ ⇔ ܽ = ሺܾሻݑ + ܾ ⇔ ሺܾሻݑ = ܽ − ܾ 
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ܾ = ሺݑ + �݀ℝరሻሺܿሻ ⇔ ܾ = ሺܿሻݑ + ܿ ⇔ ሺܿሻݑ = ܾ − ܿ  
4. les coordonnées de ݀ dans la base canonique sont 

൮−ͳ ͳ Ͳ ͳ−ͳ −ͳ ͳ ͵Ͳ ͳ −ͳ −ͳͲ Ͳ Ͳ ͳ )൮
ͳͳͲͳ) = ൮

ͳͳͲͳ) 

Donc ݑሺ݀ሻ = ݀ 
ݔ .5 א kerሺሺݑ + �݀ℝరሻଷሻ ⇔ ସݔ = Ͳ 

Les composantes de ݀ ne vérifient pas ݔସ = Ͳ et ሺܽ, ܾ, ܿሻ est une famille libre de kerሺሺݑ + �݀ℝరሻଷሻ donc ሺܽ, ܾ, ܿ, ݀ሻ est une famille libre, elle a quatre vecteurs donc c’est une base de ℝସ. 
6.  

� = ሺܽሻݑ ሺܾሻݑ ሺܾሻݑ ሺ݀ሻݑ
൮−ͳ    ͳ Ͳ    ͲͲ   −ͳ ͳ    ͲͲ   Ͳ −ͳ    ͳͲ   Ͳ Ͳ    ͳ)

 ܾܽ
ܿ݀  

� = ܲ−ଵܲܣ ⇔ ܣ = ܲ�ܲ−ଵ 
7.  

� + ܫ = ൮Ͳ ͳ Ͳ ͲͲ Ͳ ͳ  ͲͲ Ͳ Ͳ ͳͲ Ͳ Ͳ ʹ) ⇒ ሺ� + ሻଶܫ = ൮Ͳ ͳ Ͳ ͲͲ Ͳ ͳ ͲͲ Ͳ Ͳ ͳͲ Ͳ Ͳ ʹ)൮
Ͳ ͳ Ͳ ͲͲ Ͳ ͳ ͲͲ Ͳ Ͳ ͳͲ Ͳ Ͳ ʹ) = ൮Ͳ Ͳ ͳ ͲͲ Ͳ Ͳ ͲͲ Ͳ Ͳ ͲͲ Ͳ Ͳ Ͷ) 

⇒ ሺ� + ሻଷܫ = ൮Ͳ ͳ Ͳ ͲͲ Ͳ ͳ ͲͲ Ͳ Ͳ ͳͲ Ͳ Ͳ ʹ)൮
Ͳ Ͳ ͳ ͲͲ Ͳ Ͳ ͲͲ Ͳ Ͳ ͲͲ Ͳ Ͳ Ͷ) = ൮Ͳ Ͳ Ͳ ͲͲ Ͳ Ͳ ͲͲ Ͳ Ͳ ͲͲ Ͳ Ͳ ͺ) 

� − ܫ = ൮−ʹ ͳ Ͳ ͲͲ −ʹ ͳ ͲͲ Ͳ −ʹ ͳͲ Ͳ Ͳ Ͳ) 

ሺ� + �ሻଷሺܫ − ሻܫ = ܣ ܱ + ܫ = ܲ�ܲ−ଵ + ଵ−ܲܫܲ = ܲሺ� + ሻܲ−ଵܫ ⇒ ሺܣ + ሻଷܫ = ܲሺ� +  ሻଷܲ−ଵܫ
Et ܣ − ܫ = ܲሺ� − ܣሻܲ−ଵ ሺܫ + ܣሻଷሺܫ − ሻܫ = ܲሺ� + �ሻଷܲ−ଵܲሺܫ − ሻܲ−ଵܫ = ܲሺ� + �ሻଷሺܫ − ሻܲ−ଵܫ = ܱܲܲ−ଵ = ܱ 

Allez à : Exercice 73 
 
Correction exercice 74.  

1. Si ݑ א kerሺ݃ሻ alors ݃ ሺݑሻ = Ͳℝయ alors ݃ (݃ሺݑሻ൯ = ݃ሺͲℝయሻ = Ͳℝయ donc ݑ א kerሺ݃ଶሻ, cela montre que  kerሺ݃ሻ ⊂ kerሺ݃ଶሻ 
Si ݑ א kerሺ݃ଶሻ alors ݃ ଶሺݑሻ = Ͳℝయ alors ݃ (݃ଶሺݑሻ൯ = ݃ሺͲℝయሻ = Ͳℝయ donc ݑ א kerሺ݃ଷሻ, cela montre 

que  kerሺ݃ଶሻ ⊂ kerሺ݃ଷሻ 
2.  

a) ݃ଷ = ܱℒ(ℝయ൯ donc pour tout ݑ א ℝଷ, ݃ ଷሺݑሻ = Ͳℝయ. Donc ݎ݁ܭሺ݃ଷሻ = ℝଷ et donc dim ሺݎ݁ܭሺ݃ଷሻ = ͵ 

 {Ͳℝయ} ⊊ kerሺ݃ሻ ⊊ kerሺ݃ଶሻ ⊊ kerሺ݃ଷሻdonc Ͳ < dimሺkerሺ݃ሻሻ < dimሺkerሺ݃ଶሻሻ <dimሺkerሺ݃ଷሻሻ = ͵ 
Donc dimሺkerሺ݃ሻሻ = ͳ et dimሺkerሺ݃ଶሻሻ = ʹ 

b) Si ݒ א ݑ ሺ݃ሻ alors il existe݉ܫ א ℝଷ tel que ݒ = ݃ሺݑሻ donc ݃ ଶሺݒሻ = ݃ଷሺݑሻ = Ͳℝయ, donc ݉ܫሺ݃ሻ ⊂kerሺ݃ଶሻ 
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D’après le théorème du rang : dimሺkerሺ݃ሻሻ + dim(݉ܫሺ݃ሻ൯ = ͵ donc dim(݉ܫሺ݃ሻ൯ = ʹ. Comme dimሺkerሺ݃ଶሻሻ = ʹ aussi, on en déduit que ݉ܫሺ݃ሻ = kerሺ݃ଶሻ. 
3. ܽ א kerሺ݃ሻ ⊂ kerሺ݃ଶሻ = ܾ ሺ݃ሻ donc il existe݉ܫ א ℝଷ tel que ܽ = ݃ሺܾሻ. ݃ଶሺܾሻ = ݃ሺܽሻ = Ͳℝయ donc ܾ א ܽߣ .ሺ݃ଶሻݎ݁ܭ + ܾߤ = Ͳℝయ ⇒ ݃ሺܽߣ + ሻܾߤ = Ͳℝయ ⇒ ሺܽሻ݃ߣ + ሺܾሻ݃ߤ = Ͳℝయ ⇒ ܽߤ = Ͳℝయ ⇒ ߤ = Ͳ 

On remplace dans ܽߣ + ܾߤ = Ͳℝయ, d’où l’on tire que ߣ = Ͳ. La famille ሺܽ, ܾሻ est libre. 
4. ܾ א kerሺ݃ଶሻ = ܿ ሺ݃ሻ donc il existe݉ܫ א ℝଷ tel que ܾ = ݃ሺܿሻ. ݃ଶሺܿሻ = ݃ሺܾሻ = ܽ ≠ Ͳℝయ donc ܿ ב kerሺ݃ଶሻ or ሺܽ, ܾሻ est une famille libre de kerሺ݃ଶሻ donc ሺܽ, ܾ, ܿሻ est 

une famille libre à trois éléments dans ℝଷ, un espace de dimension 3, c’est une base. 

5. 

݃ሺܽሻ ݃ሺܾሻ ݃ሺܿሻ(Ͳ   ͳ    ͲͲ   Ͳ    ͳͲ   Ͳ    Ͳ)
 ܾܽ
ܿ  

6. La matrice de ݂+ ܣ : dans la base canonique est ݀ܫ + ܫ = (−ͻ −͵ −ͳʹͷ ͳ ͹͸ ʹ ͺ ) 

 
La matrice de ሺ݂ + ܣሻଶ dans la base canonique est : ሺ݀ܫ + ሻଶܫ = (−ͻ −͵ −ͳʹͷ ͳ ͹͸ ʹ ͺ )(−ͻ −͵ −ͳʹͷ ͳ ͹͸ ʹ ͺ ) = (−͸ Ͳ −ͻʹ Ͳ ͵Ͷ Ͳ ͸ ) 

La matrice de ሺ݂ + ܣሻଷ dans la base canonique est : ሺ݀ܫ + ሻଷܫ = (−͸ Ͳ −ͻʹ Ͳ ͵Ͷ Ͳ ͸ )(−ͻ −͵ −ͳʹͷ ͳ ͹͸ ʹ ͺ ) = (Ͳ Ͳ ͲͲ Ͳ ͲͲ Ͳ Ͳ) 

Donc ሺ݂ + ሻଷ݀ܫ = ܱℒ(ℝయ൯, par conséquent kerሺሺ݂ + ሻଷሻ݀ܫ = ℝଷ ሺܣ + ሻଶܫ ≠ ܱ donc ሺ݂ + ሻଶ݀ܫ ≠ ܱℒ(ℝయ൯, il existe donc un vecteur ݔ de ℝଷ tel que ሺ݂ + ሻݔሻଶሺ݀ܫ ≠ Ͳℝయ 
Donc kerሺሺ݂ + ሻଶሻ݀ܫ ⊊ ker  . 

Autre méthode :  
on détermine une base de kerሺሺ݂ + ݔ ሻଶሻ݀ܫ א kerሺሺ݂ + ሻଶሻ݀ܫ ⇔ ሺܣ + ሻଶܺܫ = Ͳ ⇔ (−͸ Ͳ −ͻʹ Ͳ ͵Ͷ Ͳ ͸ (ଷݔଶݔଵݔ)( = (ͲͲͲ) 

⇔ {−͸ݔଵ − ͻݔଷ = Ͳʹݔଵ + ଷݔ͵ = ͲͶݔଵ + ͸ݔଷ = Ͳ ⇔ ଵݔʹ + ଷݔ͵ = Ͳ ⇔ ଵݔ = − ͵ʹ  ଷݔ
ݔ = ሺݔଵ, ,ଶݔ ଷሻݔ = (− ͵ʹ ,ଷݔ ,ଶݔ (ଷݔ = ͵ʹ ଷሺ−ͳ,Ͳ,ʹሻݔ + ଶሺͲ,ͳ,Ͳሻ ሺ−ͳ,Ͳ,ʹሻ et ሺͲ,ͳ,Ͳሻ sont deux vecteurs non proportionnels, donc libre de kerሺሺ݂ݔ +  ሻଶሻ, d’autre part ils݀ܫ

engendrent kerሺሺ݂ + ሻଶሻ, il s’agit d’une base de kerሺሺ݂݀ܫ + ሻଶሻ, et dimሺkerሺሺ݂݀ܫ + ሻଶሻሻ݀ܫ = ʹ 
Donc kerሺሺ݂ + ሻଶሻ݀ܫ ⊊ kerሺሺ݂ + ሻଷሻ݀ܫ = ℝଷ ሺܣ + ሻଶܫ (ͲͳͲ) = (−͸ Ͳ −ͻʹ Ͳ ͵Ͷ Ͳ ͸ )(ͲͳͲ) = (ͲͲͲ) et ሺܣ + ሻ(ͲͳͲ)ܫ = (−ͻ −͵ −ͳʹͷ ͳ ͹͸ ʹ ͺ )(ͲͳͲ) = (−ͳʹ͵ ) ≠
(ͲͲͲ) 

Donc ሺͲ,ͳ,Ͳሻ א kerሺሺ݂ + ሻଶሻ et ሺͲ,ͳ,Ͳሻ݀ܫ ב kerሺ݂ +  ሻ݀ܫ
Donc kerሺ݂ + ሻ݀ܫ ⊊ kerሺሺ݂ +  ሻଶሻ݀ܫ

Autre méthode :  
On calcule la dimension de kerሺ݂ +  .ሻ݀ܫ
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ݔ א kerሺ݂ + ሻ݀ܫ ⇔ ሺܣ + ሻܺܫ = Ͳ ⇔ (−ͻ −͵ −ͳʹͷ ͳ ͹͸ ʹ ͺ (ଷݔଶݔଵݔ)( = (ͲͲͲ) ⇔ {−ͻݔଵ − ଶݔ͵ − ͳʹݔଷ = Ͳͷݔଵ + ଶݔ + ͹ݔଷ = Ͳ͸ݔଵ + ଶݔʹ + ͺݔଷ = Ͳ⇔ ଵݔ͵} + ଶݔ + Ͷݔଷ = Ͳͷݔଵ + ଶݔ + ͹ݔଷ = Ͳ͵ݔଵ + ଶݔ + Ͷݔଷ = Ͳ ⇔ ଵݔ͵} + ଶݔ + Ͷݔଷ = Ͳͷݔଵ + ଶݔ + ͹ݔଷ = Ͳ ⇔ ଶܮ͵  − ͷܮଵ ଵݔ͵} + ଶݔ + Ͷݔଷ = Ͳ−ʹݔଶ + ଷݔ = Ͳ⇔ ଵݔ} = ଷݔଶݔ͵− = ଶݔʹ  

Donc ݔ = ሺݔଵ, ,ଶݔ ଷሻݔ = ሺ−͵ݔଶ, ,ଶݔ ଶሻݔʹ = ଶሺ−͵,ͳ,ʹሻ, kerሺ݂ݔ +  ሻ est la droite vectorielle engendrée݀ܫ
par le vecteur ሺ−͵,ͳ,ʹሻ. dimሺkerሺ݂ + ሻሻ݀ܫ = ͳ, comme kerሺ݂ + ሻ݀ܫ ⊂ kerሺሺ݂ + ሻଶሻ et que  dimሺkerሺ݂݀ܫ + ሻሻ݀ܫ < dimݎ݁ܭሺሺ݂ + ሻଶሻ, on a kerሺ݂݀ܫ + ሻ݀ܫ ⊊ kerሺሺ݂ +  ሻଶሻ݀ܫ
Il reste à montrer que kerሺ݂ + ሻ݀ܫ ≠ {Ͳℝయ}, on vient de montrer que dimሺkerሺ݂ + ሻሻ݀ܫ = ͳ, donc c’est 
fini. 

7. D’après la question précédente ܽ = ሺ−͵,ͳ,ʹሻ 
Soit ܾ = ሺݔଵ, ,ଶݔ ଷሻ tel que ሺ݂ݔ + ሻሺܾሻ݀ܫ = ܽ ሺܣ + ሻܺ௕ܫ = ܺ௔ ⇔ (−ͻ −͵ −ͳʹͷ ͳ ͹͸ ʹ ͺ (ଷݔଶݔଵݔ)( = (−ͳʹ͵ ) ⇔ {−ͻݔଵ − ଶݔ͵ − ͳʹݔଷ = −͵ͷݔଵ + ଶݔ + ͹ݔଷ = ͳ͸ݔଵ + ଶݔʹ + ͺݔଷ = ʹ  

⇔ ଵݔ͵} + ଶݔ + Ͷݔଷ = ͳͷݔଵ + ଶݔ + ͹ݔଷ = ͳ͵ݔଵ + ଶݔ + Ͷݔଷ = ͳ ⇔ ଵݔ͵} + ଶݔ + Ͷݔଷ = ͳͷݔଵ + ଶݔ + ͹ݔଷ = ͳ ⇔ ଶܮ͵  − ͷܮଵ ଵݔ͵} + ଶݔ + Ͷݔଷ = ͳ−ʹݔଶ + ଷݔ = −ʹ  

⇔ ଵݔ͵} + ଶݔ + Ͷሺ−ʹ + ଶሻݔʹ = ͳݔଷ = −ʹ + ଶݔʹ ⇔ ଵݔ͵} = −ͻ − ͻݔଶݔଷ = −ʹ + ଶݔʹ ⇔ { ଵݔ = ͵ − ଷݔଶݔ͵ = −ʹ +  ଶݔʹ
On peut prendre n’importe quelle valeur pour ݔଶ, en général on prend 0, mais ici, ݔଶ = ͳ est plus 
adapté. ܾ = ሺͲ,ͳ,Ͳሻ convient. ሺ݂ + ሻሺܿሻ݀ܫ = ܾ ⇔ ሺܣ + ሻܺ௖ܫ = ܺ௕ ⇔ (−ͻ −͵ −ͳʹͷ ͳ ͹͸ ʹ ͺ (ଷݔଶݔଵݔ)( = (ͲͳͲ) ⇔ {−ͻݔଵ − ଶݔ͵ − ͳʹݔଷ = Ͳͷݔଵ + ଶݔ + ͹ݔଷ = ͳ͸ݔଵ + ଶݔʹ + ͺݔଷ = Ͳ  

⇔ ଵݔ͵} + ଶݔ + Ͷݔଷ = Ͳͷݔଵ + ଶݔ + ͹ݔଷ = ͳ͵ݔଵ + ଶݔ + Ͷݔଷ = Ͳ ⇔ ଵݔ͵} + ଶݔ + Ͷݔଷ = Ͳͷݔଵ + ଶݔ + ͹ݔଷ = ͳ ⇔ ଶܮ͵  − ͷܮଵ ଵݔ͵} + ଶݔ + Ͷݔଷ = Ͳ−ʹݔଶ + ଷݔ = ͵  

⇔ ଵݔ͵} + ଶݔ + Ͷሺ͵ + ଶሻݔʹ = Ͳݔଷ = ͵ + ଶݔʹ ⇔ ଵݔ͵} = −ͳʹ − ͻݔଶݔଷ = ͵ + ଶݔʹ ⇔ ଵݔ} = −Ͷ − ଷݔଶݔ͵ = ͵ + ଶݔʹ  

Je prends, par exemple ݔଶ = −ͳ, on trouve alors ݔଵ = −ͳ et ݔଷ = ͳ donc ܿ = ሺ−ͳ,−ͳ,ͳሻ 
8. On rappelle que, choisit ainsi, ሺܽ, ܾ, ܿሻ est une base.  ሺ݂ + ሻሺܽሻ݀ܫ = Ͳℝయ ⇔ ݂ሺܽሻ + ܽ = Ͳℝయ ⇔ ݂ሺܽሻ = −ܽ ሺ݂ + ሻሺܾሻ݀ܫ = ܽ ⇔ ݂ሺܾሻ + ܾ = ܽ ⇔ ݂ሺܾሻ = ܽ − ܾ ሺ݂ + ሻሺܿሻ݀ܫ = ܾ ⇔ ݂ሺܿሻ + ܿ = ܾ ⇔ ݂ሺܿሻ = ܾ − ܿ 

Donc  ݐܽܯሺ௔,௕,௖ሻሺݑሻ = (−ͳ ͳ ͲͲ −ͳ ͳͲ Ͳ −ͳ) 

Allez à : Exercice 74 
 

 


