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Introduction

Notre polycopié est un ensemble des exercices avec solution qui s’adresse aux
étudiants de la deuxieme année de 1’école supérieure de 1’économie, en vue de
préparation du concours national d’acces aux écoles supérieures a titre d’exemple
I'ESE d’Oran, PENS d’Alger.

Dans ce polycopié on traite seulement le chapitre des intégrales impropres.
On donne une séries d’exercices d’apprentissage et des exercices des concours
passés, pour aide les étudiants a préparer et avoir une idée sur le concours
national.

Vu le programme proposé par le ministere, j'ai étudié les points essen-
tiels : Intégrale impropre sur un intervalle semi-ouvert, Propriétés
des intégrales impropres, Intégrales impropres de fonctions positives
(régles de comparaison et des équivalents), Intégrales impropres de
fonctions de signe quelconque (convergence absolue changement de
variable).

Finalement, j’espere que ce polycopié peut aider les étudiants qui veulent
bien maitriser bien cette partie de programme d’analyse
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Chapitre 1

Intégrales Impropres
Exercices et Solutions

1.1 Exercice

Soit a € R. Alors fol t*dt est une intégrale impropre.

1. vrai

2. faux

Solution '

1. vrai

Car pour tout « € R* : f(t) = ¢t est continue sur |0, 1]

1.2 Exercice

[Soit f continue sur ]0,1]. Donner la définition de fol f(t) dt converge.

Solution '

Par définition

1 1
f(t)dt = lim / flz)dz=1; € R
t

0 t—0

1.3 Exercice

—+o0

[Soit f continue sur [1,4-00[. Donner la définition de [;"  f(t) dt converge.

Par définition

+oo t
/ ft)dt = lim / flz)de =1 € R
1 1

t—r~4o0

1
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1.4 Exercice

E Soit f continue sur ]0, +oo[. Donner la définition de f0+°o f(t) dt converge.

Par définition
“+o0 1 —+o0o
/ f(t)dt:/ f(t)dt+/ F)dt =1 +1s € R
0 0 1

1.5 Exercice

LSoit f continue sur | — 0o, +-00[. Donner la définition de fj:; f(t) dt converge.

Par définition

/+OO f(t)dt = /; F(t)dt + /;OO fWdt=1+1"eR

— 00

1.6 Exercice

[Soit f continue sur ]2,5]. Donner la définition de f; f(t) dt diverge.

t—2

5 5
/ f(®)dt = lim / f(z)dx = £00, ou limite n’existe pas
2 ¢

1.7 Exercice

E Soit f continue sur [0, +o0o[. Donner la définition de 0+OO f(¢) dt diverge.

—+oo —+oo
/ ft)dt = lim f(x)dx = £o00, ou limite n’existe pas
0

t—>+o0 0

1.8 Exercice

Soit f continue sur [0,+oco[ quelconque telle que 0+O° f(t)dt converge.

1. vrai

2. faux

Alors




1.9. EXERCICE 3

1. faux

1.9 Exercice

Soit f continue sur [0, +00[ quelconque telle que f0+oo f(t)dt converge. Alors f bornée
au voisinage de 400

1. vrai

2. faux

1. faux

1.10 Exercice

1. Ya > 1, foJroo 4t converge
2. Va < 1, f0+oo 4t converge
3. Va € R, ;joo 4t diverge
4. Va € R, f0+oo 4 converge
5. rien de ce qui précede

o dt
3. VaeR, / o diverge.
0

Car

'l oo

Si a>1 alors / t—adt diverge—i—/ t—adt converge = diverge.
o U7 1
Tl oo

Si a<1 alors / t—adt com)erge—l—/ t—adt diverge = diverge.
0 1

'l ool
Si a=1 alors / ;dt =400 —I—/ Edt = +o0 = diverge.
0 1
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1.11 Exercice

Soit f continue et positive sur [0, +00o[ quelconque telle que t? f(t) — 0 quand ¢ — +o0. Alors
1. f0+oo f(t)dt converge
2. fo+°° f(t)dt diverge

S +
3. On ne peut rien dire sur la nature de [;"° f(t)dt

—+o0
1. / ft)dt converge
0

t2f(t) — 0 quand t — +o0 équivalente & :

1

ft) =t O(tj)

Comme f0+°° dtdt converge v =2 > 1. Alors f0+oo f(t)dt converge

1.12 Exercice

oit f continue et positive sur [0, +oo| quelconque telle que t?f(t) — +oo quan
t — 4o00. Alors

1. f0+°° f(t)dt converge
2. f0+°° f(t)dt diverge

3. On ne peut rien dire sur la nature de fOJr < f(t)at

+oo
3. On ne peut rien dire sur la nature de/ ft)de
0

t2f(t) — 400 quand t — +oo équivalente & :

A
VYA >0,3B > 0,Vt/t > B= f(t) > o)

D’apres le critére de comparaison On ne peut rien conclure.

1.13 Exercice

oit f continue et positive sur [0, +oo[ quelconque telle que tf(t) — +oo quand t — +oo.
Alors

1. f0+oo f(®)dt converge
2. f0+°o f(t)dt diverge
3. On ne peut rien dire sur la nature de f0+oo f(t)dt




1.14. EXERCICE 5)

+oo
2. / f(®)dt diverge
0

tf(t) = +oo quand t — +o0.
équivalente a :

A
VYA >0,3B > 0,Vt/t > B—= f(t) > 7
Comme fo 4t dt diverge o = 1. Alors f t)dt diverge

1.14 Exercice

Soit f continue et positive sur [0, +00[ quelconque telle que tf(¢t) — 0 quand ¢ — +o00. Alors
1. f t)dt converge
2. f t)dt diverge

3. On ne peut rien dire sur la nature de [ > f(t)dt

+oo
3. On ne peut rien dire sur la nature de/ f)de
0

tf(t) = 0 quand t — 400
équivalente a :

Ve>0,3B > 0,¥t/t > B = f(t) <§

D’apres le critere de comparaison On ne peut rien conclure.

1.15 Exercice

Soit o € R. Alors fl sin” (1), g4 converge si

to

1. a<l1
2. a>1
3. a=1
4. a<?2

5. rien de ce qui précede

1. rien de ce qui précede

2()

=/ Lsin® () gt ost une intégrale impropre car

7a est continue sur ]0, 1] pour
a > 0.

Convergence : on utilise I’équivalence au voisinage de x =0
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/1 dt
o ta72

converge si seulement si &« — 2 < 1 critére de Riemann. Alors o < 3

sin?(t) 12
o ™0 & avec

1.16 Exercice

Soit a € R. Alors j;f et dt converge si
1. a<0
2. a>0
3. a=0
4. a<l1

5. rien de ce qui précede

1. a<0

Sia=0, fOJrOO etdt = 400
Si a # 0 alors

+oo t ax ar
/ e“tdt = lim e*“dr = lim [e—]t = lim (e 1)
0

t—+oo J t—s4oo b o 10 t—+oc0 (6%
Pour « < 0, 0+OO e*dt = =L converge.
oo .
Pour o > 0, 0+ edt = +oo diverge.

1.17 Exercice

Soit 8 € R. Alors fjoo tBe~tdt converge si
VB3 € R*

8>1

VB eR

g<1

rien de ce qui précede

BTl

3. VBeR

Car :
On peux écrire tle=t = tPet/2e~t/2. On sait que limy_, oo tPe /2 = 0,
pour tout S, il existe un réel A > 0 tel que :

ViEs A thet2<1 .
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En multipliant les deux membres de I'inégalité par e~*/2 on obtient :
Vi> A tPet <el?.

Or lintégrale [ e~t/2dt converge car o = =L < 0
g 1 g 2

Comme flﬂo e~t/2dt converge, on en déduit que flﬂo tfe~tdt converge d’apres
le théoreme de comparaison.

1.18 Exercice

Soit @ € R.. Alors [, t(hﬂﬁ converge si
L. a<?2
2. a>2
3. a=2
4. a>1

5. rien de ce qui précede

Solution '

4. a>1

En effectuant le changement de variable x = In(¢), alors

/+°° dt /+°° dx
I= e ar
o t(In(t))~ In(2) ¢

D’apres l'intégrale de Riemann I est convergente au voisinage de +oo ssi a > 1

1.19 Exercice

Pour quelles valeurs o € R les intégrales suivantes sont-elles convergentes 7

b b
I:/ at J:/ dt
a (tfa)a a (b,t)o&

booat
I:/ —— converge pour o<1
a (t - a)a

En effectuant le changement de variable x = ¢t — a, alors

I:/bdt:/b_adx
a (t_a)a 0 e

D’apres l'intégrale de Riemann [ est convergente au voisinage de 0 ssi o < 1
De méme

bt
J = / —— converge pour o<1
a (b - t)a
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En effectuant le changement de variable x = b — ¢, alors

/” dt /0 —dx /b—“ dx
a (b - t) b—a T 0 €x

D’apres I'intégrale de Riemann J est convergente au voisinage de 0 ssi o < 1

1.20 Exercice

Etudier la nature de I'intégrale impropre

—+oo
I:/ yd aeR
0

f(t) = =2¢ est continue sur ]0, +oo[. On a

—+o0
I—/ Smtdt / Sl?tdt

a) Convergence en 0

1 .
fo 51? t

dt est convergente puisque f(¢) est prolongeable par continuité.

b) Convergence en +0o

En intégrant par parties, On obtient :

lorsque x tend vers 400,

/ smtd 7[7(;ost]907/“C COStdt
Lt t 1) e

%S(z) tend vers 0 puisque c’est le produit d’une

fonction bornée et d'une fonction qui tend vers 0. D’autre part

existe puisque, de | =
+oo cos(t) dt

gence [

T (¢
lim / cos(t) gy
r—+00 Jq t2

Cog(t) | < tQ on tire la convergence absolue, donc la conver-

Flnalement I converge.

1.21 Exercice

1.
2.

Comment on peux prouver qu’une intégrale converge (ou diverge) ?

Donner les théoremes de comparaison pour la convergence d’intégrale de fonc-
tions continues et positives sur un intervalle [a; b[

Donner un résultat de comparaison pour des fonctions continues et négatives
sur [a;b] (justifier).




1.21. EXERCICE 9

1. Comment on peux prouver qu’une intégrale converge (ou di-
verge) ?

a- On définit une fonction f et voir sur quel intervalle elle est continue.
b- On regarde si elle est positive ou négative sur I'intervalle.

c- On cherche une comparaison simple (inégalité, équivalent).

d- On ramene a un exemple de référence.

e- onrevient & la définition (utile aussi et surtout pour le calcul de 'intégrale).

2. Donner les théorémes de comparaison pour la convergence
d’intégrale de fonctions continues et positives sur un intervalle [a;b[

1.21.1 Théoreme

Soient f et g deux fonctions positives et continues sur [a, b[. Supposons que
f soit majorée par g au voisinage de b :

JA>a V> A f@) <gl(t).

1. Si f;g(t)dt converge alors f; f(t)dt converge.

2. Si fab f(t)dt diverge alors fabg(t)dt diverge.

1.21.2 Théoreme

Soient f et g deux fonctions continues et strictement positives sur [a,b].
Supposons qu’elles soient équivalentes au voisinage de b, c’est-a-dire :

limwzl.

t=b g(t)

Alors lintégrale f; f(t)dt converge si et seulement si fab g(t)dt converge.
Attention : il est important que f et g soient positives!

3. Donner un résultat de comparaison pour des fonctions conti-
nues et négatives sur [q;b] (justifier).

Si les fonctions sont négatives, on considere — f et —g qui sont positives. On
en déduit I’énoncé :

dJA>a V> A f(t) <g(t) <0;.

1. Si f; f(t)dt converge alors f: g(t)dt converge.

2. Si fabg(t)dt diverge alors f; f(t)dt diverge.
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1.22 Exercice

alculer les intégrales impropres

! Lode 2
[ mzde; 2| 2. 3| L _n
)/0 nxdx )/0 — )/1 m—lx

dxr

e diL’ 400 \f 1
4 —F—; 5 e V¥dr; 6 / —_—
)/1 zy/1 — (Inz)? )/0 ) 0 e*—1

1) fol In zdz

On intégre (une intégrale indéfinie) par parties en suite en passe par limite
quand x tend vers 0

/lntdt:tln(t)—/dt:tln(t)—t+c

donc

z—0

1
: T, L N
/0 lntdt:mlino [tln(t)—t+] = lim (—1—-zln(z)—2z) = -1

1
donc fo In xdx converge.

2) inth A2
1 x
dx dt z
— — lim ———— = lim |arcsin(¢
A V1 — 12 m—)l/o V1 —t2 m—)l[ ()]0
donc

1
dx T
™ ; —0)= L2
[t Gt =) =3
2 €T
3) [} ——da

En effectuant un changement de variable xt — 1 =y

2 1 1 1
x 1+y 1 2 3.1 8
/IF:—l o ViU 0o VY o VI = VI o=

€ dx
4) fl z4/1—(Inz)?

En effectuant un changement de variable In(z) = y donc

= lim (arcsin(y) —0) = T

/e dzx /1 dy
1 2y/1—(Inz)? 0 V1—y2 v—1 2

5) f0+oo e Vody
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En effectuant un changement de variable /(z) = y donc

—+oo —+oo
/ e Vidy = / 2ye™ Ydy
0 0

Par une intégration par parties, On obtient

+oo Yy
/ 2ye Ydy =2 lim {— te ! — et} =2 lim (— ye Y —e V4 1) =2
0

Yy—>r+00 0 y—>+00

N oo _
dont [;"e VZ gz converge

1
6) fO egfl

En effectuant un changement de variable e* — 1 = y donc

/1 dx _/6—1 dy
o =1 Jo wyly+1)

Par intégration on décompose en élément simple

e—1 e—1 e—1 e—1
/ diyz/ dy+/ Y iy [1n| ! I} = to00
o ywy+1l) Jo oy Jo y+l w—ool| t4+1]

1.23 Exercice

Calculer les intégrales suivantes,apres en avoir étudié la convergence :

+oo d +oo +o0 1
1)/ 7;6,2)/ e " coszdx 73)/ arctan —dz
0 1 X

oo X2 42242

Solution '

oo dx
1) S Tor 1o
oo TEF2242
f(t) = 255775 continue sur | — 0o, 00|
On divise I'intégrale

0 /+°° dv /1 de /+°° dz
oo 242042 ) w2422 42 1 x?+2x+42
Convergence en 400

fit) = m ~ioo 7z, OT fl % converge donc f t2+2t+2 de méme
pour —oco. On a

ft) = m ~_oo 5, OT f % converge donc f - t?j%

On calcule l'intégrale
/ Feo dx
oo X2 42T+ 2

En effectuant un changement de variable y =z + 1
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+oo da +oo dx oo gy Foo
_ = = — = = | arctan(y) =
oo X2+ 2242 oo (41241 oo Y2 H1 e
—+o0
2)/ e *cosxdr
0

— . g —r +oo
e~ " cos x continue sur [0, 400, ona le"* cosz| < e~*, or [["7 e~ "dx converge
+oo
absolument donc fo e~ " cos xdx converge
On calcule l'intégrale par parties

+oo 1

/0+°o e %cosx = % [sin(x) - COS(x)] 2

0
+oo 1
3) / arctan —dz
1 x

arctan 1 est continue sur [0, 400
on a arctan% ~ oo % or I'intégrale f1+oo % diverge (intégrale de Riemann)
a=1dou f1+oo arctan 1dz diverge
xr

1.24 Exercice

Déterminer la nature de :

+oo dt +o0 1 . +oo \
1)/—00 (I+e)(1+et) 2)/1 (e~ (1+2)")dt, 3)/1 (V8 +1— V2 + 1)dt

Solution '

1)/+<>0 dt converge
e (T e) ©

Au voisinage de +0

1 —t
It+e)(Itet) +=°
or fj;o e~tdt converge d’oul f0+oo Mfihe_t) converge
Au voisinage de —oco
1 t

(t+e)(dtet) ¢

or fi)oc etdt converge d’ou fi)oo (

dt
W converge

+o0 1
2)/ (e—(1+ ;)t)dt diverge
1
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1
E""O( ) +oo%

+oo
3)/ (V13 +1— /12 +1)dt diverge
1

vy -o((+4) - (1))

_t1+111+(1)_1+1+(1) 1
- 3t3 g2 O\ ) T Ty Ty TR Mo

1.25 Exercice

Soit a € R ,déterminer la nature de :

4o+ .2
t
/ sin®( )dt
0 2
Solution '

a2
la fonction f(t) = SII;a(t) est continue sur ]0, +o0l.
Convergence en 0

in?(t 12 1
f(t):mn()NOi:ta—Z

te te

donc fl sin a(t dt converge ssia —2 < 1
c’est- a—dlre a<3
Convergence en +0o

1) Supposons que a > 1
pour tout ¢ €]0, +oo[,on a

1

a

~

Or [[" Ldt converge car a > 1 donc [, sin” S0t gt converge.

2) Supposons que 0<a<l1

1— cos(2t)

Via la relation sin®(t) = n a

[ [ [ e
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O T dt 1
i 7(t17a o 1)
1 te 1—a

et via une intégration par parties :

¥ cos(2t) 1 ,sin(2t) . a % sin(2t)
dt = = (32 )y 4+ &) 2R g
/1 ta 2 (T @) 45 | S
Ainsi
T i 2 : T
sin”(t) 1, 1 4 1 sin(2t) . a / sin(2t)
dt = = (—— (@t "% —-1 —— — 2)) — = ——=dt
/1 ta 2(1 —Cl( )+ 2( ta Sln( )) 2 1 ta+1 )
Or Vt €]0, +oo,on a
sin(2t) < 1
‘ ta+1 | — 2fa+1
et a+1> 1donc [| oo Sﬁff dt converge absolument donc converge . D’autre
part, Sm(%) — 0, quand t — 400 et —(tl @—1) — 400, quand t — 400

donc f+°° sin (1) gy diverge
3 Supposons que a =1
de méme pour a =1

sin?(¢ sin a 7 sin
[ = 4 (o + -5 IEQt)—sin(Q))—z/l B0 1)

sin(2t)
t

(t) dt converge absolument donc converge

or ln() — 400 quand t — +o0

+00 sin
1

— 0 quand t — +o0,et

D’ou +°° sin” t) dt diverge.
Fmalement si O <a<l, [, dt diverge.
Donc f+°o sin ( sin () gt converge ssi 1 <a<3

400 sin (t

1.26 Concours 2015/2016

Considérons

+oo dt
1= R R
/O O+ ) “€7

1. Montrer que l'intégrale I est impropre et qu’elle est convergente.

2. Via un changement de variable,Calculer I

1)f(t) = Wl(l-%t“) est continue sur [0, +oo
Convergence en +0o

1 1
I+ 2)(1+1t9) oo Yay2

ft) =

Or fo+oo +=dt converge a + 2 > 1 donc I converge.
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En Effectuant le changement de variable x = % on a,

I _ /0 1 —d.’E _ /-‘roo xa+2 dﬁ
T LG H0+ L) @ Sy Uraniren o
oo z® oo 14+2%—-1
o (A+a?)(1+a9) o (A+a?)(1+a9)

/0 m__[: [arctan(x)]o _I:§—I
doul=7%

1.27 Exercice

1. Montrer que f:oo £ diverge.

2. Montrer que f1+oo —Adt___ diverge.

1+t sin(t)

1)Pour tout ¢ € [e, +o0], In(t) <t donc

! >
In(t) —

~+ | =

D’apres le critére de comparaison f:_m % diverge donc f;m 1% diverge.
2)Pour tout t € [1,4o00[, sin(t) < ¢ donc 1+ ¢tsin(t) <1+t

1 1
>
1+tsin(t)) — 1+t

5 N RN . +oo  Jt . —+o00 dt .
D’apres le critere de comparaison fl ys diverge donc fl TTtemt di-
verge.

1.28 Concours 2014/2015

1. Montrer que fol tlntdt converge 7

2. Soit I(a) = [, fibdt

a) Déterminer la nature de I(«) en fonction de «?
b) Effectuer le changement de variable y = 1 dans I(2).En déduire la valeur de I(2).

fol tIntdt est une intégrale impropre car tInt
est continue sur ]0, 1]. Par intégration par parties, on a

1 2 1
t tdt 1
/ tintdt = [ In(t)], — [ = ==

donc fol tIntdt converge.
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on divise I(«)

T ¢Int L ¢Int T tint
I(a) = EL . 7dt+/ et
() / 1+ e)e /o<1+t2>a . Grem

Convergence en 0

tint
(14t2)

or fol tlntdt converge d’ou fol %dt
Convergence en +0o0o

~0 t ln(t)

tint tIn(t)  In(t)
(]_ + t2)a +oo 20 T 420 _
tlzﬁ(i)l dt converge ssi 2a—1 > 1 donc a > 1 alors f1+oo (ﬁ%dt converge

ssi @ > 1 d’ont I(«x) converge ssi a > 1
En Effectuant le changement de variable z = 1 dans I(2), on a

% 1In(d) de, T zlngz
o= Gript @ ) arert

1.29 Concours 2013/2014

/ﬁ considere les intégrales suivantes :

™

I= /2 In(sint)dt, /2 In(cost)dt
0 0

1. Montrer que l'intégrale I est impropre et qu’elle est convergente.

2. Calculer sin(§ — t) et puis montrer que I = .J

\ 3. Montrer que I + J = 7% +1

1. L’intégrale I converge.

In(sin(t)) est continue sur ]0, %

1
D) N

) ], Comme sin(t) ~q tet Int < — donc
Iintégrale ff %dt converge, car intégrale de Riemann o = % < 1 alors I'intégrale

fog In(t)dt converge, ce qui implique que I converge.
On montre que I = J.
D’apres les relations trigonométrique on a

sin(g —t) = cos(t)

Effectuons le changement de variable t = 5 —u. On a dt = —du comme
t € [z, 5] donc u € [§ — x,0]. Ainsi

/f ln(sint)dt:/; In (sin (g—u>>( — du) :/Og_xln(cosu)du

—T



1.30. EXERCICE

Ainsi, lorsque x — 0, cela prouve I = J (et en particulier J converge).

Calcul de I + J.

™

I+J = /2 ln(sint)dt—i-/2 In(cost)dt = /2 (In(sin t)+1In(cost))dt
0 0 0

= /E In (t1 sin(2t))dt = ~Im2+ /5 In (sin(2t))dt
0 2 2 0

Et comme I = J, on a

2I:—g1n2+K.

Il nous reste a évaluer K = fog In (sin(2t))dt :

K= /2 In (sin(2t))dt = %/ In(sin u)du
0 0

(changement de variable u = 2t)

)

T 0
= 1I + 1/ In(sinu)du = 1]4— 1/ In (sin(m — v)) (—dv)

2 2 )= 2 2 )=

2

(changement de variable v = 7 — u)

™

1 1 [z 1 1
=_1+ 7/ In(sinv)dv = I+ I =1
) 2 72

2 2
Conclusion.
Ainsi comme 21 = —3In2+ K et K =1 on trouve :
3 "
I :/ In(sint)dt = —= In2
0 2
et J=1.

1.30 Exercice

17

jus
2

In(sin ¢-cos t)dt

Etudier la nature des intégrales impropres suivantes

T lna T dg oo dx
1 —duz; 2 _ 3 _
)/1 2z )/0 z(lnx)? ) 1 x%ax—1

9 [

T r+3—Inz

2 +1

1) [ BEda

D2 est continue sur [1, +oo]

convergence en +0o0o
f1+°° %dm converge car intégrale de Bertrand o =2 > 1.
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1
2 dx
2) f02 z(Inx)?

m est continue sur ]0, 3]
En effectuant un changement de variable In(z) = —t on obtient :
1
fl:(zo) %t converge car o = 2 > 1 (intégrale de Riemann). donc [? a:(lcrllixx)z
converge.
+oo dz
3 i @2\/z—1

12\/1ﬁ est continue sur |1, 4o00[

convergence en +1

1 1
22y —1 ! Vo —1

2 N . )
Or fl \/‘fﬂj converge d’apres 'intégrale de Riemann d’ou fl %m converge
convergence en oo
1 1

—— N
2y/x—1 x

[N

+to0 dx ) Sa 13t é : ) N [0 1
Or f2 . converge d’apres l'intégrale de Riemann d’ou f2 = /a=T converge

conclusion
J o0 __dr oonverge
1 2ot ge.

q) [y

z+3—Inzx . 3
51 est continue sur |0, +oof

convergence en 0

r+3—Inz

2 +1 ~0 — ln(x)
z+3—Inz

po dx converge

Or fol —In(z)dz converge donc fol
convergence en +oo

r+3—Inz 1

~o —

2 +1 x
Or f1+°° 1dz diverge donc f1+oo %dm diverge

1.31 Exercice

L’intégrale suivante est elle convergente

+oo 1
/ ﬁdt
o Int(t2+1)
Solution

On divise l'intégrale en trois points 0, 1, +00
convergence en (
1
flt) = m est prolongeable par continuité en 0 donc [ mdt
converge.
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convergence en +oo

1 1
t = 7 V400 51
1®) Int(t2+1) > 2Int
Or +°o e dlt converge intégrale de Bertrand o« = 2 > 1 d’ol ;Oo mdt
converge
convergence en 1
1 1
t = ~
) nt(2+1) 't—1

Or f; -dt diverge intégrale de Riemann o =1 d’out fél ~-dt diverge

Conclusion

+oo 1
S S—; VR |
/0 nt(2 + 1) rveree

1.32 Exercice : Intégrales de Bertrand

oit (a, 3) € R2. Montrer que :
L f tu(ln t))g —a>1 ou (a=1 e p>1)
Q.foi%@)a<1 ou (a=1 e p>1)

to[In(?)

3.] W(z)ﬁ<1

1f mmar e a>1 ou (a=1 et B>1)
Supposons a > 1 et soit v €]1, «f. Alors pour tout 8 € R

1 1
tY = — 0, t— 400

t*(In(z))? 2= (In(t))”

1 1
rmay - o)

donc

+ +
Or [, > f—f converge car v > 1 donc [, > ta(l(rfw converge.

Supposons « < 1. Alors pour tout g € R

. 1 B tlfa
te(In(t))?  (In(t))”

Donc,pour tout 3 € R, il existe T' € [2, +o00] tel que pout tout ¢ € [T, +o0|

— +00, t—>+00

1 > 1

te(In(¢))? — t
or f;oo 4t diverge donc fT+°° t(x(lffw diverge d’olt f;oo zw(lzw diverge
Pour aw =1 on pose In(t) = x
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/+°° 1 dt_/+°° dz
o t(Int)s In(2) (Inx)?

d’apres l'intégrale de Riemann On en déduit :

+o0 1
Si B>1 alors /2 Wdt converge.

Alors

+o0 1
Si <1 alors /2 Wdt diverge.

1
2 fO2MIIW(:>a<1 ou (a=1 et B>1)
En effectuant un changement de variable ¢t = %

1
Alors f02 t@\lﬁ% est de méme nature que :

/2 Y- (—dy> _/*"O dy
too | = In(m)[P7\ 42 o Y2 o(Iny)f

Or

+oo
1
—————dt converge<=2—a>1 ou (2—a=1 et B>1)
/2 y*>~*(Iny)”

c’est-a-dire

a<l ou (a=1 e [>1)

1 dt
3 fé to|In(t)|? = f<1

on a
1 1

to[In(t)]? " Jt— 1/
Or via le changement de variable t =y + 1
f ll M}W est de méme nature que :
2

0 1
d z2d
/ —yﬁz/ —g converge ssi <1
-3 lyl 0o Y

1 dt o
donc f% T converge ssi 8 <1

1.33 Concours 2016/2017

m Etudier la convergence des intégrales suivantes :

+o0o t +oo 1
J:/ —dt, I :/ —dt
o 1+ o 1+

2) Montrer que I = J en utilisant le changement de variable (y = 1)
3) Verifier que pour tout z € R

1+ =1+t —t+1)
QCalculer 1 + J,puis en déduire la valeur de I.
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sont continues sur [0, +oc[ donc J et I sont bien des

_ _t 1
) /f(t) T T+t et 1+¢3
intégrales impropres.
convergence en +oo

On a:
t 1
1yt

or f0+°° t12 dt converge car (intégrale de Riemann) @ = 2 > 1 donc J converge

de méme
1 1
14 >3

or f0+ t%dt converge car (intégrale de Riemann) o =3 > 1 donc I converge

On montre que I = J
d’apres le changement de variable y = % on obtient :

dt = —% alors,
Yy

ST

+oo y
o 1+y3

On calcule I + J

“+oo “+o0
1+1¢ dt
I1+J= dt = ——dt
+ /0 1413 /0 2—t+1

On a
oo dt 4 [ree dt
[Tt o
o (t—3)+7% 3 Jo 5 1
Zt-3)) +1
on pose %(t—%):yon obtient
dy 2 { ]+°°
= — | arctan = —
) 7

2 [t
I+J:—/ b _
V3 Jo 1+y? \/g 0

s

commeI:Jd’OﬁI:2\/g
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1.34 Exercice

Etudier la nature de I'intégrale :

oo 1 1
24+ 3tIn(cos= | sin? [ — | dt
2 t lIl t
Solution '

Convergence en +o0o. On a :

\/t2+3t:t\/1+% +oo~
] N oo Lol + !
n COSt = In 2t2 0] t2 [ee] 2t2
a (Y oee (LY
Int Int

D’ol un équivalent de la fonction au voisinage de +oo :
1 1 1
V1243t In ( cos = | sin? [ — ~ -
+ n( t> o (lnt) oo 2t (Int)?
Mais comme l'intégrale de Bertrand f;oo Wdt converge, alors notre
intégrale est convergente.



Chapitre 2

Proposition des Exercices

2.1 Exercice

Déterminer la nature des intégrales suivantes :
3
t2

%cos(t)ln(tan(t))dt, 2) O+ch/isin(t2)dt, 3) /0 T sin() o,

2.2 Exercice

Etudier la nature de :
/+oo 3/t+ o %dt
0

Vit

2.3 Exercice

lim

@ dt
aﬂo/,a VI +2)(@ - )

Coit a > 0; étudier D'existence, et déterminer éventuellement la valeur, de :

2.4 Exercice

Montrer que

+o00 2
/ e Vdt =~/

+oo
Ya € RY, / e dt = \/?
oo a

) En déduire que

N2 G S G S G

23
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2.5 Exercice

[ Montrer que pour tout réel z > 0 I'intégrale I'(x) = f+oo e '*~1dt;  est convergente. ]

0

2.6 Exercice

Montrer que pour tout réel z > 0,y > 0 lintégrale B(x,y) = fol t* L1 — )y tdt; st
convergente.

2.7 Concours 2011/2012

1) Calculer l'intégrale [ In(t)dt \
2) En remarquant que 1 — 2 = (1 —#)(1 +t) calculer :

/ln(l —t3)dt

3) En déduire [ \I;%dt en effectuant le changement de variable y = /1 — ¢

ourquol est elle une mtegrale 1mpropre ! ontrer qu elle est convergente en
4)P i [y A dt est ell intégrale i ? Mont ‘elle est t

calculant explicitement sa valeur.

2.8 Exercice

Soit a, f € R Déterminer la nature de

teo 4B T In(1 4t
1)/ dt, 2)/ Mdt
0 1+te 0 8

2.9 Exercice

Déterminer la nature des intégrales impropres suivantes, en précisant en quel(s) point(s)
elles sont impropres

3
2

11 +o00 . +o00 .
7= / 80 gy = / [sn)] i / [sin®)* Sm(j)' dt
0 0 0 13

t—1 2
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2.10 Exercice

/ a) Justifier la convergence de 'intégrale impropre
teo gt
I= / _dr
1 tt+1)

b) Justifier la convergence puis faire le calcul de I'intégrale impropre

+001
J:/ In(1+1) .
t2
0

puis en déduire la valeur de [

c) Justifier la convergence puis faire le calcul de U'intégrale impropre

+oo et
K = —dt
K /0 e2t +1
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