Equations différentielles d’ordre 2 a coefficients constants Pascal Lainé

Equations différentielles linéaires d’ordre 2 a coefficients constants

Exercice 1.

Résoudre

y"' =3y ' +2y=2x2—6x+4 (E)

Allez a : Correction exercice 1
Exercice 2.

Résoudre

y"' =3y =2 (E)

Allez a : Correction exercice 2

Exercice 3.
Résoudre
y"' =3y +2y=e7* (E)
Allez a : Correction exercice 3

Exercice 4.
Résoudre
y" —3y'+ 2y =36xe™ (E)
Allez a : Correction exercice 4

Exercice 5.
Résoudre
y'—=3y"'+ 2y = xe*
Allez a : Correction exercice 5

Exercice 6.
Résoudre
y"'+2y'+y=2e* (E)
Allez a : Correction exercice 6

Exercice 7.
Résoudre
y" +2y"+ 5y = 5cos(2x) — 3sin(2x) (E)
Allez a : Correction exercice 7

Exercice 8.
Résoudre
y" +2y"+ 5y = (4x + 6) cos(x) + (—2x + 6) sin(x) (E)
Allez a : Correction exercice 8

Exercice 9.
Résoudre
y"+y=sin(x) (E)
Allez a : Correction exercice 9

Exercice 10.
Résoudre
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y" +2y"+ 5y =e*(6cos(x) —3sin(x)) (E)
Allez a : Correction exercice 10

Exercice 11.
Résoudre
y" +2y"+ 5y = e (2 cos(2x) + 4 sin(2x))
Allez a : Correction exercice 11

Exercice 12.
Résoudre
y'"—=3y'"+2y=e"*+ 6x
Allez a : Correction exercice 12

Exercice 13.
Résoudre
y" + 4y = cos?(x)
Allez a : Correction exercice 13

Exercice 14.
1. Résoudre I’équation
y'+2y'=3y=0
2. Résoudre I’équation
y"'+2y"' =3y =(4x +8)e™*
3. Résoudre I’équation
y'+2y' =3y =¢e*
Allez a : Correction exercice 14

Exercice 15.
Soitk € R
1. Selon les valeurs de k résoudre
y'—A+k)y'+ky=0
2. Selon les valeurs de k résoudre
y"'— @A +k)y +ky=e**
Allez a : Correction exercice 15

Exercice 16.
Soit k € R
1. Selon les valeurs de k résoudre
y'—A+k)y' +ky=0
2. Selon les valeurs de k résoudre
y'— (A +k)y +ky=e*
Allez a : Correction exercice 16

Exercice 17.
Résoudre sur R
y" +y =sin(wx) (E)
OuU w est une constante réelle (on fera attention au cas oll w? = 1).
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Allez a : Correction exercice 17
CORRECTIONS

Correction exercice 1.
y" =3y +2y=0 (E")
r’=3r+2=0r=1our=2
Donc la solution générale de (E') est p(x) = A,e* + 1,e%*
On cherche une solution particuliére de la forme
pp(x) = Ax*+Bx + C
@p(x) =2Ax +B
pp(x) =24
On remplace cela dans (E), pour tout x € R
0p(x) —3pp(x) + 2¢p(x) = 2x* —6x + 4 © 2A —3(2Ax + B) + 2(Ax* + Bx + C) = 2x* — 6x + 4
2A =2
& 24x*> + (—6A+2B)x +2A—3B+2C =2x*—-6x+4<{ —6A+2B = —6
2A—3B+2C =4
A=1 A=1
(:){ -6+ 2B =-6 @{Bzo
2-3B+2c=4 \c=1
On en déduit que @p(x) = x%2 + 1
Et la solution générale de (E) est :
o(x) = 1,e¥ + e +x% + 1
Allez a : Exercice 1

Correction exercice 2.
y"'=3y'=0 (E")
L’équation caractéristique de (E') est:r2—3r=0<r=0our =3
La solution générale de (E’) est :
o(x) = A, + 1,e3*
0 est une solution simple de 1’équation caractéristique et le degré du polyndme 2 est 0 donc il existe une
solution particuliére de (E) de la forme
pp(x) = Ax
pp(x) =A et @p(x) =0
On remplace cela dans (E)

2
pp(x) —3¢pp(x) =2 -34A=2 A= —3

Donc
2
pp(x) = —§X
Et la solution générale de (E)
2
o(x) = A1 + 1,e3% —3*

Remarque :
Si on pose z' = y alors (E) devient

z'—3z=2
Il s’agit d’une équation du premier ordre dont la solution est :
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Y() = et —

I1 ne reste plus qu’a intégrer cette équation pour retrouver la solution géenérale ci-dessus.
Allez a : Exercice 2

Correction exercice 3.

y"=3y"+2y=0 (E')
r’—3r+2=0er=1our=2
Donc la solution générale de (E') est p(x) = 1,e* + 1,e%*

Le second membre est le produit d’une constante 1 (donc d’un polynome de degré 0) par une
exponentielle avec @ = —1, —1 n’est pas solution de 1’équation caractéristique de (E") donc (E)
admet une solution particuliére de la forme

@p(x) = Ae™
pp(x) = —Ae™ et @p(x) =Ae™*

On remplace cela dans (E)

1
ep(x) —3¢p(x) +2¢0p(x) =e* o Ae™* —3(—e )+ 24e 7 =eF*ob6A=1A= g
Donc

1
— _p—X
@p(x) e

Et la solution générale de (E) est

1
o(x) = 11e* + 1,e** + ge‘x

Allez a : Exercice 3

Correction exercice 4.

y"' =3y +2y=0 (E")
r’—3r+2=0or=1our=2
Donc la solution générale de (E') est p(x) = A,e* + 1,e%*

Le second membre est le produit d’un polyndme de degré 1 par une exponentielle avec a = —1,
or —1 n’est pas solution de 1’équation caractéristique de (E") donc (E) admet une solution
particuliére de la forme

@p(x) = (Ax + B)e™
pp(x) =Ae™ —(Ax+B)e* =(—Ax+A—B)e™
pp(x) =—Ae™ —(—Ax+A—B)e™* =(Ax —2A+ B)e™™*

On remplace cela dans (E)
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@p(x) = 3pp(x) + 2¢0p(x) = 36xe™
o (Ax —2A+B)e™ —3(-Ax+A—B)e *+ 2(Ax + B)e™ = 36e™*

- owsn v st (L =

Donc
@p(x) = (6x +5)e™™
Et la solution générale de (E) est :
@(x) = 1,e* + 1,e** + (6x + 5)e™™

Allez a : Exercice 4

Correction exercice 5.
y"—=3y"+2y=0 (E')

r’2—3r+2=0or=1our=2
Donc la solution générale de (E') est p(x) = 1,e* + 1,e%*

Le second membre est le produit d’un polynéme de degré 1 par une exponentielle avec @ = 1, or
1 est solution de I’équation caractéristique de (E") donc (E) admet une solution particuliére de la
forme

@p(x) = x(Ax + B)e* = (Ax? + Bx)e*
@p(x) = (2Ax + B)e* + (Ax? + Bx)e* = (Ax* + (2A + B)x + B)e*

op(x) = (2Ax + 2A + B)e* + (Ax?> + (2A + B)x + B)e*
= (Ax? + (4A + B)x + 2A + 2B)e*

On remplace cela dans (E)

@p(x) = 39p(x) + 2¢0p(x) = xe*
& (Ax?> + (4A+ B)x + 2A + 2B)e* — 3(Ax? + (2A + B)x + B)e*
+ 2(Ax? + Bx)e* = xe*
© (A-34+24)x*+(4A+B—-6A—3B+2B)x +2A+2B—3B =x

1
o-2ax+24-B=xe{ A1 @{A =-3
B B=-1

Donc

Et la solution générale de (E) est :
X 2x 1 2 X 2x 1 2 X
p(x) = A1e* + 1,e“* + ;X —x)e = Ae** + —5X —x+1)e
Allez a : Exercice 5

Correction exercice 6.
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y"'+2y"+y=0 (E)
+2r+1=0@+1)’?=0r=-1

—1 est une racine double de I’équation caractéristique de (E') donc la solution générale de (E")
est :

p(x) = (A1 + Axx)e™*

Le second membre est le produit d’une constante 2 (donc d’un polyndme de degré 0) par une
exponentielle avec @ = —1, —1 est solution double de 1’équation caractéristique de (E") donc
(E) admet une solution particuliére de la forme

pp(x) = Ax%e™™
op(x) = 2Axe™ — Ax%e™ = A(—x% + 2x)e™™
op(x) = A((—2x + 2)e™ — (—x% + 2x)e ™) = A(x? — 4x + 2)e ™™
On remplace cela dans (E)

Pp(x) + 20p(x) + @p(x) = 2™ © A(x? — 4x + 2)e™* + 24(—x?% + 2x)e™™ + Ax?e™™
=29 (A—-24+A)x*>+(—44+4A)x+24A=2A=1

Donc
@p(x) = x%e™*
Et la solution générale de (E) est :
() = A + x)e™* +x%e™ = (A + A,x + x%)e™

Allez a : Exercice 6

Correction exercice 7.
y'+2y"+5y=0 (E")

r’4+2r+5=0or=-14+2i ou r=-1-2i
La solution générale de (E') est :
@(x) = e *(A4 cos(2x) + A, sin(2x))

Ici w = 2 et 2i n’est pas une racine de ’équation caractéristique, donc (E) admet une solution
particuliere de la forme

@p(x) = Acos(2x) + B sin(2x)
@p(x) = —2Asin(2x) + 2B cos(2x)
@p(x) = —4A cos(2x) — 4B sin(2x)

On remplace cela dans (E)



Equations différentielles d’ordre 2 a coefficients constants Pascal Lainé

@p(x) + 2¢p(x) + 5¢p(x) = 5cos(2x) — 3 sin(2x)
& —4Acos(2x) — 4B sin(2x) + 2(—2Asin(2x) + 2B cos(2x))
+ 5(A cos(2x) + Bsin(2x)) = 5 cos(2x) — 3 sin(2x)
& (—4A + 54 + 4B) cos(2x) + (—4B — 4A + 5B) sin(2x)

= 5cos(2x) — 3sin(2x) © {—2A++4g f 53 o {g i 1

Donc ¢p(x) = cos(2x) + sin(2x)
Et la solution générale de (E) est :
@(x) = e *(A; cos(2x) + A, sin(2x)) + cos(2x) + sin(2x)

Allez a : Exercice 7

Correction exercice 8.
y'"+2y"+5y=0 (E")
r’4+2r+5=0r=-1+42i ou r=-1-2i
La solution générale de (E') est :
@(x) = e *(4, cos(2x) + A, sin(2x))

Ici w = 1 et i n’est pas une racine de 1’équation caractéristique, est un polyndme de degré 1,
donc (E) admet une solution particuliére de la forme

@p(x) = (Ax + B) cos(x) + (Cx + D) sin(x)

@p(x) = Acos(x) — (Ax + B) sin(x) + C sin(x) + (Cx + D) cos(x)
=(Cx+ D+ A)cos(x) + (—4Ax — B + C) sin(x)

@p(x) = Ccos(x) — (Cx + D + A) sin(x) — Asin(x) + (—Ax — B + C) cos(x)
= (—Ax — B+ 2C) cos(x) + (—Cx — D — 2A) sin(x)

On remplace cela dans (E)
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@p(x) + 2¢0p(x) + 5¢p(x) = (4x + 6) cos(x) + (—2x + 6) sin(x)
& (—Ax — B+ 2C)cos(x) + (—Cx — D — 2A) sin(x)
+ 2((Cx + D+ A)cos(x) + (—Ax — B+ C) sin(x))
+ 5((Ax + B) cos(x) + (Cx + D) sin(x))
= (4x + 6) cos(x) + (—2x + 6) sin(x)
& ((mA+2C +54)x — B+ 2C + 2D + 2A + 5B) cos(x)
+((-C=24+5C)x—D — 24— 2B + 2C + 5D) sin(x)
= (4x + 6) cos(x) + (—2x + 6) sin(x)
& ((4A+2C)x + 24+ 4B + 2C + 2D) cos(x)
+ ((=24 +4C)x — 2A — 2B + 2C + 4D) sin(x)

4A+ 2C =4
. 2A+ 4B+ 2C+2D =6
= (4x + 6) cos(x) + (—2x + 6) sin(x) & Lo 4 4C = —2
—2A—-2B+2C+4D =6
2A+C =2
o A+2B+C+D =3
—A+2C=-1

—-A—B+C+2D =3
Résolvons d’abord

Li( 2A+C=2 L, 2A+C =2 A=1

On remet cela dans les deux autres équations

{A+ZB+C+D=3 @{1+ZB+D=3®L1{ZB+D=2
—-A—B+C+2D=3 —1—-B+2D=3 " L,\-B+2D =4
Ly 2B+D =2 2B+D =2 B=0

®L1+2L2{ 5D =10 (:){ D=2 @{Dzz

Donc @p(x) = x cos(x) + 2 sin(x)
Et la solution générale de (E) est :
@(x) = e *(A; cos(2x) + A, sin(2x)) + x cos(x) + 2 sin(x)
Allez a : Exercice 8
Correction exercice 9.
y'+y=0 (£
r’+1=0r=—i ou r=i
La solution générale de (E') est ¢(x) = A, cos(x) + A, sin(x)

w = 1etiw = i est solution de 1’équation caractéristique de (E") donc (E) amet une solution
particuliere de la forme

@p(x) = x(Acos(x) + B sin(x))
¢@p(x) = Acos(x) + Bsin(x) + x(—Asin(x) + B cos(x))
= (Bx + A) cos(x) + (—Ax + B) sin(x)

8
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@p(x) = Bcos(x) — (Bx + A) sin(x) — Asin(x) + (—Ax + B) cos(x)
= (—Ax + 2B) cos(x) + (—Bx — 2A) sin(x)

On remplace cela dans (E)

@p(x) + @p(x) = sin(x)
& (—Ax + 2B) cos(x) + (—Bx — 24) sin(x) + x(A cos(x) + B sin(x))

1
= sin(x) © 2B cos(x) — 24 sin(x) = sin(x) & A= 5
B=0
Donc
X
¢p(x) = —cos(x)
Et la solution générale de (E) est
X
@(x) = A; cos(x) + A, sin(x) — Ecos(x)
Allez a : Exercice 9
Correction exercice 10.
y"+2y"+5y=0 (E")
r’+2r+5=0r=-1+2i ou r=-1-2i
La solution générale de (E') est :
@(x) = e *(A4 cos(2x) + A, sin(2x))
a=—1letw=1donca+iw = —1 + i n’est pas une racine de 1’équation caractéristique de

(E"), donc (E) admet une solution particuliére de la forme
@p(x) = e *(A cos(x) + B sin(x))

@p(x) = —e *(A cos(x) + B sin(x)) + e *(—Asin(x) + B cos(x))
= e‘x((—A + B) cos(x) + (—A — B) sin(x))

@p(x)
= —e‘x((—A + B) cos(x) + (—A— B) sin(x))
+ e *(—(—A+ B) sin(x) + (—A — B) cos(x))

= e *(—2B cos(x) + 2Asin(x))
On remet cela dans (E)

@p(x) + 2¢p(x) + 5¢p(x) = e7(6 cos(x) — 3 sin(x))
< e *(—2B cos(x) + 24 sin(x))
+ Ze"x((—A + B) cos(x) + (—4A — B) sin(x)) + 5 *(A cos(x) + B sin(x))
= e *(6 cos(x) — 3sin(x))
& (—=2B —2A+ 2B + 5A) cos(x) + (2A — 2A — 2B + 5B) sin(x)
= 6 cos(x) — 3sin(x) © 34 cos(x) + 3B sin(x) = 6 cos(x) — 3 sin(x)
3A=6 A=2
S YSIE P
9
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Donc
@p(x) = e *(2 cos(x) — sin(x))
Et la solution générale de (E) est :
@(x) = e *(A; cos(2x) + 1, sin(2x)) + e *(2 cos(x) — sin(x))
Allez a : Exercice 10
Correction exercice 11.
y'+2y"'+5y=0 (E")
r’2+2r+5=0or=-1+4+2i ou r=-1-2i
La solution générale de (E') est :
@(x) = e *(A4 cos(2x) + A, sin(2x))

a=—-1letw=2donc a+ iw = —1 + 2i est une racine de I’équation caractéristique de (E"),
donc (E) admet une solution particuliére de la forme

@p(x) = xe ™ (A cos(2x) + B sin(2x))

La, on a un probleme, ¢, est un produit de trois termes, la dérivée est la somme de trois termes
qui eux-mémes sont le produit de trois termes, la dérivée la somme de neuf termes qui eux-
mémes sont le produit de trois termes, certes on pourrait arranger ¢, et @p en regroupant des
termes et en mettant e ™ en facteur mais il vaut mieux utiliser I’exponentielle complexe.

eZix + e—2ix ezix _ e—zix>

@p(x) = xe ™ (A cos(2x) + Bsin(2x)) = xe™ (A 5 +B oY,

—X

e , .
=X (ez”‘(A —iB) + e (A + iB)) =
1 , ; 1 .
= x> (eC120%(4 + iB) + eT1"20%¥(A — iB)) = x> Re (e C1+20¥(A + iB) )
2 2
On pose alorsC = A+ iB

1
@p(x) = sze(ezoxC)

1 1
pp(x) = XERe(ZerOxC) + ERe(ezoxC)

1 1 1
pp(x) = XERB(deZOxC) + ERe(ZOeZOxC) + ERe(ZOeZO"C)
1 1
= xERe(zgezoxC) + 5% 2Re(zge%0*C)

On remet cela dans (E)

10
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@p(x) + 2¢0p(x) + 5¢p(x) = e *(2 cos(2x) + 4 sin(2x))

1 1
2N sze(zgezoxC) +2x ERe(zerOxC)

+2 <x%Re(zOeZOxC) + %Re(ezoxC)> +5 <x%Re(eZ°xC)>

= e *(2 cos(2x) + 4sin(2x))

PN %Re(ngezﬂx(f + 225e%0%C + 2(xRe(z,e7%C) + Re(e?*C)) + 5xe?*()
= e *(2 cos(2x) + 4sin(2x))

o %Re(erOxC(zg + 22y + 5) + 2z¢e?0*C + 2e%0%(C)

= e *(2 cos(2x) + 4sin(2x))

Comme z¢ + 2z, +5 =10
1
©p(x) + 2¢0p(x) + 5¢p(x) = e *(2 cos(2x) + 4sin(2x)) & ERQ(ZZOQZOxC + 2e%0%()

1
= e ¥(2cos(2x) + 4sin(2x)) ERG(ZeZO"C(ZO + 1))

= e *(2cos(2x) + 4sin(2x)) Re(eZOxC(ZO + 1))
= e *(2cos(2x) + 4sin(2x))

Il reste a calculer la partie réelle de

2e%0%C(zg + 1) = 2eCH20Y(A + iB)((—1 + 2i) + 1) = 2e *e?*(A + iB)2i
= 4ie™*(cos(2x) + isin(2x))(A + iB)
= 4L'e‘x(A cos(2x) — Bsin(2x) + i(B cos(2x) + A sin(Zx)))
= e *(—4B cos(2x) — 4Asin(2x) + i(4 cos(2x) — 4B sin(2x)))

Par conséquent
1
@p(x) + 2¢0p(x) + 5¢p(x) = e7*(2 cos(2x) + 4sin(2x)) & ERe(eZO"C(ZZO + 1))

1
= e *(2cos(2x) + 4sin(2x)) 2 (—4B cos(2x) — 4A sin(2x))
= 2cos(2x) + 4sin(2x) © —2B cos(2x) — 24 sin(2x)

= 2cos(2x) + 4sin(2x) & {:;ﬁ i i < {fl _ :;

Donc
@p(x) = xe ™ (—2 cos(2x) — sin(2x))
Et la solution générale de (E) est :

@p(x) = e *(Acos(2x) + Bsin(2x)) + xe ™ (—2 cos(2x) — sin(2x))
= e‘x((A — 2x)cos(2x) + (B — x) sin(Zx))

Allez a : Exercice 11

Correction exercice 12.
On appelle @p, une solution particuliere de y"” — 3y’ + 2y = e™*

11
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On appelle ¢p, une solution particuliere de y" — 3y’ + 2y = 6x

—1 n’est pas solution de 1’équation caractéristique donc il existe une solution particuliére de y"' — 3y’ +
2y = e~ * de la forme

@p, (x) = Ae™™*

Ce qui entraine que @p (x) = —Ae ™ et gp (x) = Ae™™ ce que I’on remplace dans I’équation

1
©p,(x) = 39p, (x) + 2¢p (x) =e™* & Ae™* —3(—Ae™*) +24e* =eF o 6A=1 A= 3

1
¢p1(x) = ge

—X

6x est un polyndme de degré 1 donc il existe une solution particuliére de y" — 3y’ + 2y = 6x de la forme
@p,(x) =Ax + B
Ce qui entraine que @p, (x) = A et @p,(x) = 0, ce que I’on remplace dans 1’équation

@p,(x) = 3¢p,(x) + 2¢p,(x) =6x & 0— 34+ 2(Ax + B) = 6x & 2Ax —3A + 2B = 6x

A=

24 =6
9
‘:’{—3A+23=0‘:’ -

9
@p,(x) =3x + 5

On solution particuliére de y”' — 3y’ + 2y = e™ + 6x est

1 9
op(x) = @p,(x) + @p,(x) = ge_x + 3x +§

Et la solution générale de y" — 3y’ + 2y = e™ + 6x est

1 9
o(x) = 11e* + 1e?* + ge T3t

Allez a : Exercice 12

Correction exercice 13.
L'équation caractéristique de y" + 4y = 0 est r2 + 4 = 0, ses racines est r; = —2i et r, = 2i, la solution
générale de y"" + 4y = 0 est

@(x) = A4 cos(2x) + A, sin(2x)
cos?(x) n’est pas de la forme e**(P(x) cos(wx) + Q(x) sin(wx)) donc il faut linéariser cos?(x), c’est-a-
dire cos?(x) = H%S(zx) = %+ %cos(Zx)
On pose f;(x) = %et folx) = %cos(Zx)
On appelle @p, une solution particuliere de y" + 4y = % la théorie veut qu’il existe une solution particuliére
de la forme @p (x) = A, mais il est clair que

12
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1
Pp, (x) = 3
Est une solution particuliére.
On appelle @p, une solution particuliere de y" + 4y = icos(Zx)

Ici @ + iw = 0 + 2i = 2i est solution de I’équation caractéristique de y” + 4y = 0, donc il existe une
solution particuliére de y"' + 4y = %cos(Zx) de la forme

@p,(x) = x(A cos(2x) + B sin(2x))
Ce qui entraine que

@p,(x) = Acos(2x) + B sin(2x) + x(—2A sin(2x) + 2B cos(2x))
= (2Bx + A) cos(2x) + (—2Ax + B) sin(2x)

@p, (x) = 2B cos(2x) — 2(2Bx + A) sin(2x) — 24 sin(2x) + 2(—2A4x + B) cos(2x)
= (—4Ax + 4B) cos(2x) + (—4Bx — 4A) sin(2x)

Ce que I’on remplace dans I’équation

03,00) + 4p, () = 5 cos(2x)
< (—4Ax + 4B) cos(2x) + (—4Bx — 4A) sin(2x) + 4x(A cos(2x) + B sin(2x))

1 " —4A=0 (A=0
= —cos(2x) © 4B cos(2x) — 4Asin(2x) = =cos(2x) & 1l o 1
2 2 4B = E B == g

Donc ¢p, (x) = gsin(ZX), par conséquent une solution particuliére de y"' + 4y = cos?(x) est :

1 x
@p(x) = @p (x) + @p,(x) = 3 + gsin(ZX)
Et la solution générale est :
. 1 x|
@(x) = A, cos(2x) + A, sin(2x) + 5 + gsm(Zx)
Allez a : Exercice 13

Correction exercice 14.
1. L’équation caractéristique est 72 + 2r — 3 = 0, elle admet deux racines réelles distinctes = 1 et
r = —3, sa solution générale est
y=21*+ue3* ALu€eR
2. Le « —1 » coefficient devant x dans I’exponentielle du second membre n’est pas racine de 1’équation
caractéristique, donc cette équation admet une solution particuliere de la forme
yp = (ax + b)e™
yp=ae*—(ax+b)e ™ =(—ax+a—b)e™*
yp = —ae ™ —(—ax+a—b)e™ = (ax —2a + b)e™
On remplace dans 1’équation avec second membre
yp +2yp —3yp = (4x +8)e ™ © (ax —2a+ b)e ™ + 2(—ax + a—b)e ™™ —3(ax + b)e™
= (4x+8)e™ & (—4ax —4b)e™* = (4x +8)e™ & —4ax — 4b = 4x + 8
13



Equations différentielles d’ordre 2 a coefficients constants Pascal Lainé

Donca=—1leth =-2
yp = (—x—2)e™*
Et la solution générale est :
y=2A*+pue3*+(—x—-2)e™*, ALu€eR

Le « 1 » coefficient devant x dans I’exponentielle du second membre est racine de 1’équation
caractéristique, donc cette équation admet une solution particuliere de la forme
yp = axe*
yp = ae* + axe* = (ax + a)e*
yp = ae* + (ax + a)e* = (ax + 2a)e*
On remplace dans 1’équation avec second membre
yp +2yp —3yp = e* & (ax + 2a)e* + 2(ax + a)e* — 3axe* = e* & 4ae* =e*
Donc a = i etyp = ixex
La solution générale est :

1
y=le"+,ue‘3x+zxex, ALuU€ER
Allez a : Exercice 14

Correction exercice 15.
1. L’équation caractéristique est 72 — (1 + k)r + k = 0, le discriminant vaut
A=1+k)?—4k=1+2k+k?—4k=1-2k+k?=(1-k)?
Si k = 1 alors il y a une racine réelle double r, = 1, la solution de 1’équation est :
y = Ay + 1,x)e*
Si k # 1 alors il y a deux racines réelles distinctes
1+k—(0-k) 1+k+(1-k)
= > =k e nrn= 5 =

12 1

La solution de 1’équation est
y = A,ef* + 2,e*
2. Sik # 2, il existe une solution particuliére de la forme
@p(x) = Ae®*
Donc
ep(x) = 24e** et @p(x) = 44e?*
En remplagant dans I’équation
ep(x) — (1 +k)ep(x) + kop(x) = e?* & 44e** — (1 + k)24e?* + kAe?* = e?*
@A(4—2(1+k)+k):1<:>A:ﬁ
Par conséquent
1

2—k

2x

op(x) = e

Si k = 1 la solution générale est
y = Ay + 1x)e* + e?*
Sik # 1etk # 2 lasolution générale est

1
y = ALef* + 1e* + 5 _kez"

Si k = 2, il existe une solution particuliere de la forme
pp(x) = Axe®*
Donc
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Equations différentielles d’ordre 2 a coefficients constants Pascal Lainé

@p(x) = 2Axe?™ + Ae®* = (2Ax + A)e?* et @p(x) = 24e?* + 2(2Ax + A)e?* = (4Ax + 4A)e**
Par conséquent
@p(x) = 3pp(x) + 2¢0p(x) = e?* © (44x + 4A)e?* — 3(2Ax + A)e?* + 2Axe?* = ?¥

S 4Ax +4A—-3QRAx +A)+2Ax =1 (4A—6A+24)x +4A—-34=1 A
=1

Dans ce cas la solution générale est

y = 1e?* + 1,e* + xe?*
Allez a : Exercice 15

Correction exercice 16.
1. L’équation caractéristique est 72 — (1 + k)r + k = 0, le discriminant vaut

A=1+k)?—4k=1+2k+k?—4k=1-2k+k?=_1—k)?

Si k = 1 alors il y a une racine réelle double r, = 1, la solution de 1’équation est :

y = (A4 + 1,x)e*
Si k # 1 alors il y a deux racines réelles distinctes
1+k—(1—-k)
2

_1+k+(1—k)

1
2

n =k e n,

La solution de 1’équation est
y = A.ef* 4+ 2,e*
2. Sik # 2, il existe une solution particuliére de la forme
@p(x) = Ae?*
Donc
pp(x) = 24e%* et @p(x) = 44e%*
En remplagant dans 1’équation
Pp(x) — (1 +k)op(x) + kop(x) = e?* © 44e** — (1 + k)24e?* + kAe?* = e?*
@A(4—2(1+k)+k):1<:>A:ﬁ
Par conséquent
1

2—k

2x

op(x) = e

Si k = 1 la solution générale est
y = Ay + 1x)e* + e?*
Sik # 1 etk # 2 lasolution générale est

1
y = .M + 1e* + 5 kezx
Si k = 2, il existe une solution particuliére de la forme
@p(x) = Axe*
Donc
ep(x) = 2Axe?™ + Ae?* = (2Ax + A)e?* et @p(x) = 24e?* + 2(2Ax + A)e?* = (4Ax + 4A)e?*
Par conséquent
Pp(x) = 3@p(x) + 2¢0p(x) = e?* & (4Ax + 4A)e?* — 3(2Ax + A)e?* + 2Axe?* = e?*

S 4Ax +4A —3QRAx+A)+2Ax =1 (4A—6A+2A)x+4A-3A=1A

=1
Dans ce cas la solution générale est

y = 1,e%* + 1,e* + xe?*

Allez a : Exercice 16
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Correction exercice 17.
L’équation homogéne est y'' + y = 0, son équation caractéristique est 72 + 1 = 0, ses racines sont r; = i
et r, = —i, sa solution générale est
y = Acos(x) + usin(x), ALpu€eR
Si w? # 1 alors (E) admet une solution particuliére de la forme
yp = A cos(wx) + B sin(wx)

yp = —Aw? cos(wx) — Bw? sin(wx)
yp Veérifie
yp + yp = sin(wx) © —Aw? cos(wx) — Bw? sin(wx) + A cos(wx) + B sin(wx) = sin(wx)
A=0
o A1 — w?) cos(wx) + B(1 — w?) sin(wx) = sin(wx) © B = 1
1— w?
Donc
1 .
Yp =TT " sin(wx)
Et la solution générale de (E) est :
y = Acos(x) + usin(x) + Y sin(wx)
Si w = +1, (E) admet une solution particuliére de la forme
yp = x(A cos(x) + B sin(x))
yp = Acos(x) + B sin(x) + x(—Asin(x) + B cos(x))
yp = —2Asin(x) + 2B cos(x) + x(—A cos(x) — B sin(x))
yp Vérifie
y" + vy = sin(wx) © —2A4sin(x) + 2B cos(x) + x(—A cos(x) — B sin(x)) + x(A cos(x) + B sin(x))
1
= sin(wx) & —2Asin(x) + 2B cos(x) = w sin(x) © A= 20
B=0

Donc y, = —’z—ca) cos(x) et la solution générale de (E) est :
y = Acos(x) + usin(x) — ;w cos(x)
Autrement ditsiw =1
y = Acos(x) + usin(x) — gcos(x)
Etsiw =-1
y = Acos(x) + usin(x) + gcos(x)
Allez a : Exercice 17
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