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Intégrales Généralisées

Exercice 1.
Montrer la convergence et calculer la valeur des intégrales :
B +°°3_t o teoo 1 . B + tin(t)
Il—fo t’e~tdt; Iz—fl —tmdt' 13—f0 @112 t
Allez a : Correction exercice 1
Exercice 2.
Les intégrales généralisées suivantes convergentes ou divergentes ?

+00 2 +o00
I =f In(t) dt; I, =f In(t) dt; 15 =f e dt; 1, =f e‘tzdt;ls =f
2 0 0

——dt
0 o (t*+ DVt
i oo 1 1 oo 1
Ig = f In(sin(t)) dt; I, = f (1 — cos (—)) dt;lg = f sin (—) dt,ly = f In (cos (—)) dt
0 2 t 0 t 2 t
Allez a : Correction exercice 2

+ oo + 00 t5

1

T

Exercice 3.
1. Soit F la fonction définie par :
X 2
Feo = | @+t 4,
1 t
Calculer F(x).
2. En déduire que I’intégrale
+o00 2
sz ln(l-zl-t )dt
1 t
Est convergente et déterminer sa valeur.
Allez a : Correction exercice 3

Exercice 4.
1. Calculer
* 1
= [
(9 1 tVt2 +1
A I’aide du changement de variable u = Vt? + 1

2. Montrer avec les régles de Riemann que

+00 1
(Y
1 tVt2+1

Converge.
3. Calculer

+oco 1
= [
1 tVt2+1

Allez a : Correction exercice 4

Exercice 5.
Etudier la convergence des intégrales :

p _]+°° dt . _f+°° arctan(t) it
7), tn(e)2' 2 ), t2+2t+7

Allez a : Correction exercice 5

Exercice 6.



Etudier la convergence de I’intégrale

+00tx+t2—x
[,
o t3+At

Selon les valeurs de x € R
Allez a : Correction exercice 6

Exercice 7.
Soient a et b deux parametres réels. Discuter selon leurs valeurs de la convergence de

.I-+Oo dt

. te(n(®)?
On pourra :

a) Lorsque a # 1, utiliser les régles de Riemann

b) Lorsque a = 1, calculer explicitement fz t(n (t))b

pour A réel destiné a tendre vers +oo.
Allez a : Correction exercice 7

Exercice 8.

oo sin(t)
fa+l

1. Soit @ > 0. Montrer que I’intégrale f

400 cos(t)

En déduire que [,

dt converge.

dt converge (intégrer par partie).

+00 cos?(t)

2. Montrer que f;

dt diverge (linéariser sin?(t))

En déduire que f,"” @| dt diverge.
Verifier que quand t — 400

cos(t) cos(t) N cos?(t)

Vit Vit t
cos(t) +o0 fcos(t) |, cos?(t) ~
Mais que pourtantf dtet [, ( 7 )dt ne sont pas de méme nature.
Allez a : Correction exercice 8
Exercice 9.
1. Démontrer la convergence de I’intégrale f 22 dx.

0 In(x)
2. Montrer que, pour tout x € ]0,1], % <In(x) <x-—1.

3. Pour X €]0,1[, démontrer I’égalité :
jX xdx ]XZ dx
In(x) o In(x)

221 dx et montrer que

4. En déduire un encadrement de fo o

-1
j;) 00 dx =1n(2)

Allez a : Correction exercice 9

Exercice 10.
Soient f et g deux fonctions continues et strictement positives toutes deux définies sur un méme intervalle
[a, b[ (ou b peut-étre un réel ou désigner +o), équivalentes au voisinages de b.

On sait bien sOr que les deux intégrales fff(t)dt et f: g (t)dt sont de méme nature.

Montrer que si ces intégrales convergent, alors fxb f(t)dt et ff g(t)dt sont équivalentes lorsque x tend vers
b par valeurs strictement inférieures.



Allez a : Correction exercice 10

Exercice 11.

Soit I = f0+°°t1;£22 dt avec a > 0.

Pour tout £ > 0 et pour tout X > 0 on définit: I, x = fSX tlznfgz
1. Montrer que I est une intégrale convergente.

2
2. ATl’aide du changement de variable t = a? montrer que :

a?
21In(a) a 21n(a) a x In(t)
lox =— m arctan (Y) + a arctan (E) + faz 71 g2 dt

&
3. En faisant tendre € vers 0 et X vers +oo dans 1’équation ci-dessus et en déduire une relation vérifiée par

1, puis la valeur de I.
Allez a : Correction exercice 11

Corrections

Correction exercice 1.

[ J
lim t2 xt3et=0
t—>+oo
D’aprés les régles de Riemann t*f(t) — 0 en +oo avec @ > 1 montre que I; converge.
On cherche une primitive de t - t3e~t de la forme
F(t) = (at® + bt? +ct+d)et
F'(t) = Bat?+2bt+c)e t —(at® +bt? +ct+d)e™t
=(—at’+Ba-b)t>?+@b—c)t+c—d)e*

—-a=1 a=-1
3a—b=0 b=-3
2b—c=0")c=-6
c—d=0 d=-6

X
f t3e tdt =[(—t3—3t2—6t—6)e ¥ =(—X3—3X2-6X—6)e ™ +6 95,0 6
0

(—mat>+Ba—-Db)t>+@b—c)t+c—d)et=t3et &

L =6
Allez a : Exercice 1
e Lafonction est positive
1 1
NEZF1

Il s’agit d’une fonction de Riemann intégrable « = 2 > 1
On fait le changement de variable u = t? + 1 © t = Vu — 1 dans intégrale

J’X 1 gt = fX tdt
1 tVEZ+1 1 t2Vt2 +1
On retrouve « presque » du = 2tdt au numérateur
t=1=2u=1*4+1=2 et t=X=2>u=X*+1

X tde 1 du

| =i o

On fait le changement de variable v = Vu © u = v?, du = 2vdv
u=2=v=+v2 et u=X’+1>v=4X1+1



1fx2+1 du 1fVXZ+1 2vdv va2+1 dv
2

2 w—1vu 2z @-1w Jz vZ-1
1 1
r 1 _ 2 " 2
v2—1 (w-Dw+1) v—-1 v+1
VX2+1 X241
dv 1 1 NI v
f > =f ( ——)dv=[lnIv—1|—1n|v+1|]é2+1=[ln| ”
NG ve—=1 Jgz v—1 v+1 v+ 153
VXZ+1- 1| | V2 - 1‘
VKZ+1+1  WZ+1
1 _1 1 1
N X( I*tx2 - X) 1 ity —x
n =In|l———-0
\/X2 1+1 1 1 1 1
X 1 +F+)—( 1 +ﬁ+7
2
2—1 2+1 V2 -1
\/_ ‘ ln<\/_ >=ln ( ) =21n(\/§—1)
"z V2 -1 Vz2+1)(V2-1)
Donc I, = 2In(v2 — 1)
Allez a : Exercice 1
e Il yadeux problémes, unen 0 et un autre en +oo.
~ tin(t) _
o0 (2 + D2
Donc la fonction a intégrer est prolongeable par continuité en 0, elle est intégrable
En I’infini
tIn(t) In(t)
2+ 3
2 5 In(¢t) _ ln(t) S0
3 t
D’apres les régles de Riemann t*f(t) -, 0 avec @ > 1, la fonction est intégrable. On pose
Lex = [ An® g
3(6,X) = o (2 +1)?
Puis on fait une intégration par partie
€ (t241)?
u'(t) = (t2+1)2 u(t) = -3 >< t2+1
v(t) = In(t) v'(t) = ?
X tin(t) 1 X1
ff (t2+1)2 dt = [ t2+11n(t)] ( 2) fe t(t?+1) dt




" _tIn®) t X 1 (t)]X+1fX ! dt
——— o — — — n — ——
e (t2+1)2 2 t?+1 e 2J. t(t?+1)
1 1 1 1% t
= —=X———In(X X ——— l (———) dt
2 X xr &) X Gpyn(@ g L t 2+1
1 11 1 1 X
=—= In(X) + = 1 —[lt——l t? 1]
ZXX2+1 n( )+2><62_|_1 n(6)+2 n(t) 5 n(t + )E
1 1 1 1
=-3 XZ n 1ln(X) + = >< ln(e)
1 1 1
+ E(m(X) — S + 1) ~ In(e) — 5In(e? + 1))
1 1 1 1 X 1
- = 1)+ 5 (=) — 7 Ine? +1
—3 XZ ln(X)+ ln(e)( 711 +2n\/X27_|_1 4n(é +1)
1 1 1
=-3 X2+1ln(X)__ln(€) 2+1 —ln ——ln(e +1)
1 +X2
Maintenant il n’y a plus de forme indéterminée compliquée, la limite est nulle
13 == 0
Remarque :
Il existe une bonne ruse pour cette intégrale sachant que I’intégrale converge on peut faire le
. 1 du
changement de variable t = —eu= dt =—0
t = O+ > u= -+o
t=40o=>u=0
1 1
 tIn(t) 0 —lIn (ﬂ) du 1 —In(w) du
o[- [ S [
o (@2+1) +°°(i+1) u 0 u(1+u2> u
uz U2
t©° 1 In(w) % uln(u)
:_f 3 2)2 uz—f 2 zdu=—1
o ud(l+u?) o W?+1)
u4—
Doncl; =0

Allez a : Exercice 1
Correction exercice 2.

e Il yaunprobléme en +oo, soit on sait qu’une primitive de In estt — tIn(t) — t et cette primitive tend

. . . . N . 1
vers 1’infini, soit on applique les régles de Riemann en +oo0 avec a = 5= 1

t% In(t) » +o
1, diverge.
Allez a : Exercice 2
e Il'yaunprobléme en 0, soit on sait qu’une primitive de In estt — tIn(t) — t et cette primitive tend
vers une limite finie 0 donc I’intégral converge, soit on applique les régles de Riemann en 0 avec

a=l<1
2

1
tzln(t) » 0
I, converge.
Allez a : Exercice 2



I3 converge.
Allez a : Exercice 2
e Probléme en 400
t2e~t" 5 0
D’apres les régles de Riemann x*f(x) — 0 avec a > 1 entraine que la fonction est intégrable en +oco
Allez a : Exercice 2
e |l yaunproblemeen0etunen+o

En +oo
t° 1
—~ \/E =—
(t* + DVt 2
11 s'agit d’une fonction de Riemann avec a = —% < 1 donc I’intégrale I5 diverge (ce qui est évident, si

on essaye d’intégrer t — ~/t on voit clairement le probléme en +). I, diverge.
Du coup il est inutile d’étudier I’intégrabilité en 0 mais cela ne posait pas de probléme
t5 t5

(C + DVE VT

La fonction est prolongeable par continuité en 0.

Allez a : Exercice 2
e Il yadeux problémes unen 0 etunautreen
En O

In(sin(t)) = ln(t + o(t)) = ln(t + o(t)) = ln(t(l + 0(1)) = In(t) + ln(l + 0(1)) ~ In(t)
On applique les regles de Riemann en 0 avec a = % > 1

2
2

t% In(t) » 0
L’intégrale converge en 0
Enm,onposeu =m —t - 0(c’est mieux que u =t — 1)
In(sin(t)) = In(sin(u — 7)) = In(sin(u))
Comme précédemment ’intégrale converge.
Finalement 1’intégrale I converge.
Allez a : Exercice 2
e Il yaunproblemeen +o
2
1 O ) 1
t-cos(g) =1l 1o () | =gt o (@) ~ 2

Il s’agit d’une fonction de Riemann avec a = 2 intégrable en +oo. I, converge.
Allez a : Exercice 2

e Il yaun probléme en 0, mais attention on ne peut pas faire de développement limité de t — sin (%) car

la variable % tend vers I’infini. On pose Ig(€) = ffl sin (%) dt, puis on fait le changement de variable

d
u=l(:>t=l,dt=——Z.t=e=>u=lett=1=>u=1
t u u €

1
€

Ig(e) = Ll sin (%) dt = jf sin(u) (— i—?) = —jl sir;(zu) du

sin(u)
u?

é — o0 il s’agit de voir si la fonction u - est intégrable en 4o

6



sin(u)
Uz

<1
Sz

11 s’agit d’une fonction de Riemann avec @ = 2 > 1 intégrable en +oo donc la fonction u — Slz(zu) est

absolument intégrable en +oco donc intégrable et I converge.
Allez a : Exercice 2

e Attention il y a deux problémes en % parce que cos <3> = CoS (g) = (0 et un autre en +oo

SILY

Enzonposeuzt—3<:>t=u+E
VA Vs Y
1 T 1

1 1
In (cos (—)) =In| cos =In| cos| =———— =In| cos| =
t 2 2(,,m 2142
u+ - - (1 + 5 u) u

2
=In (cos (g <1 - gu + o(u)))) =In <cos (g — %Zu + o(u)>>

=In (sin (%Zu + o(u))) =1In (%Zu + o(u)) =In (?) + ln(u + o(u)) ~ In(u)

1
uzln(u) - 0
Lorsque u tend vers 0, d’apres les régles de Riemann si u®f (u) — 0 avec @ < 1 alors la fonction est

integrable en 0 donc t — In (cos (%)) est integrable en i

1n<cos<1>>ln(1%f+o<;>)2;+o<:2>~2;

Il s’agit d’une fonction de Riemann intégrable en oo aveca = 2 > 1
Allez a : Exercice 2

Correction exercice 3.

1.
x In(1+¢2)
F(x) = fi S dt 1
u'(x) = = ulx) = -
v(x) =In(1 + t?) v (x) = 2t
1 X X 2}:+t2
FG) = |-+ )]~ [ g it
1 x 1 1
F(x) = [——ln(l + tz)] + ZJ >dt = —=In(1 + x?) + In(2) + 2 arctan(x) — 2 arctan(1)
t . L1+t X
1 ) T
= —;ln(l + x“) +In(2) + 2 arctan(x) — >
2.

1
lim ——In(1+x2)=0

X—+00 X
Et

. T
lim arctan(x) = =
X—+co 2

Donc F(x) admet une limite finie, ce qui signifie que I converge et



_ *In(1 + tz)
I—xl_l)rJPoo ) t—z ln(2)+n—z ln(2)+§

Allez a : Exercice 3

Correction exercice 4.
1. u=Vt?+1e vl =t’+1et?=u?t-1ot=vu2 -1
Ce qui entraine que

gt = 2udu _ udu
2Vu?z -1 Vu?-1
t=1=2u=+2
t=X:>u=\/XTi-1

x 1 X2+1 1 udu VX241 du
1 tVE2 +1 vz o Yur-luvur-1 Jz w1

Il existe a et b deux réels tels que :
1 1 a b

u2—1=(u—1)(u+1)=u—1+u+1
On multiplie paru — 1, puisu =1

1
a:[u+1 u=1:_
On multiplie paru + 1, puisu = -1
1 1
bz[u—1u=1=_§
VXZ+1 X2+1
F(x)=fﬁ uzd::%jﬁ (uil—uil>du=%[ln|u—1|—ln|u+1|]\/@

1Vt q \/X2+1—1‘ 1l \/7—1‘

=—In|l— —In
"2 |u+1]f 2 WxzTx1+1 2 [V2+1
2. 3>1et
2
3
lim t2—==
toteo tVE2 + 1
Donc \/_ est intégrable en +oo
3. Premiere méthode
1 1
) )
F(x)==In l
2 1,1 V241
X 1+ﬁ+ﬁ
1 1
1 Witxzoxz| 1 (V21 VZ-1
==-In[———|—=In —>——1 1n
2 1 1 2 V2 + 1) X—+o V241 )
1+ﬁ+ﬁ
=—ln(\/§—1)
Deuxiéme méthode, on pose t = VX2 +1 - +oo
1 1t—-1 1. V2-1 1 ﬁ—1
F(x)=—ln| —=In - =
2 It+11 2 [2+1 Fotoo \/_+1

Allez a : Exercice 4



Correction exercice 5.
e |l yaunprobleme en +o0. Malheureusement les régles de Riemann ne marchent, essayons quand méme
Convergence
1 ta—l
t% = -
t(n(®))? (In(8))?
Impose que @ < 1 mais pour utiliser la regle de Riemann concluant a la convergence en +oo il faut que
a soit strictement supérieur a 1
Divergence

0

1 ta—l
te = - 400
t(n())?  (In(6))?
Impose que @ > 1 mais pour utiliser la regle de Riemann concluant a la divergence en +oo il faut que «
soit inférieur ou égal a 1.
Dans ce cas on fait autrement

P N | 1 1
i )‘L tn()2 [‘@L T Thoo T he)

Donc I; converge.
Allez a : Exercice 5
e t2+ 2t+ 7 n’est jamais nul

arctan(t) % is
tZ+2t+7| t2 22
Il s’agit d’une fonction de Riemann intégrable en +oo avec @ = 2. Donc I, converge.
Allez a : Exercice 5

Correction exercice 6.
Il'y a deux probléme, un en 0 et un +oo
Eno, t3++t ~+/t
Six>2—xox>1,alors t* + t27* ~ t27*
Donc
tX +t27% 27X 1

t3-|'\/E \/E _tx_%

. : : : . 3 5
11 s’agit d’une fonction de Riemann convergente (en 0) si et seulement si x — S<lex<?

5 5
x=>1 et x< S Il'y a convergence pour x € [1,5[
Six<2-xox<1alorst* +t>7* ~ t*
Donc
tX 4 t27x ¥ 1
t3 +4/t Vt t%— x

. . . . 1 1

Il s’agit d’une fonction de Riemann convergente si et seulement si ;X< lex> - >

1 . 1
x<1 et x>—3 .IIyaconvergencesme]—z,l]

. . . . 15
Finalement il y a convergence en 0 si et seulement si x € [—= —[

2’2
En 400, t3 +/t ~ t3
Six<2—-xox<1,alorst* +t>* ~ t?7%
Donc
t¥ 4 t2% X 1
t3+\/f ~ t3 _tx+1




11 s’agit d’une fonction de Riemann convergente (en 4+oo) si et seulementsin+1>1<n >0
x<1 et x>0.ilyaconvergence pour x € ]0,1].
Six>2—-xox=>1,alorst¥ + t27% ~ t*
Donc

t*+ 2t 1

GGG
11 s’agit d’une fonction de Riemann convergente (en +0) si et seulementsi3 —x > 1 & x < 2
x=>1 et x<2.llyaconvergencesix € [1,2]
Finalement il y a convergence en +oo si et seulement si x € ]0,2[

I; converge si et seulement si x € 10,2[ N ]—%%[ =10,2]

Allez a : Exercice 6

Correction exercice 7.

a)

b)

Sia > 1, onchoisita € ]1,a[
1 ta—a
a =
CEmoP " Wy

Lorsque t — +o0
D’apres les regles de Riemann I’intégrale converge en +oo car a > 1
Sia < 1,onchoisita € ]a, 1]
1 ta’—a
te =
@y ~ (ne)r

Lorsque t — +oo
D’apres les regles de Riemann I’intégrale diverge en +oo cara < 1
Sib#1

-b+1
dt = f(ln(t))_b X %dt = % +K

1

f t (In(6))?

Si-b+1>0eb<1
(In(t)) 2+ 5 400
Lorsque t — +oo alors I’intégrale diverge
Si-b+1<0eb>1
(In(t))P*1 >0

Lorsque t — +oo alors I’intégrale converge
Sib=1

dt
f s = InR(©) + K = 400

Lorsque t — +oo alors I’intégrale diverge.

Allez a : Exercice 7

Correction exercice 8.

1.

Or a + 1 > 1, donc il s’agit d’une fonction de Riemann intégrable en +oco, donc t —

Il'y a un probleme en 4o
1

—'ta+1

sin(t)
ta+1

sin(t)
a1 estabsolument

intégrable et donc intégrable.

10



+X sin(t)
fl ta+1 dt
/ 1 —a— -a
W) ==t u(®) ==,
v(t) = sin(t) v'(t) = cos(t)
X sin(t) e X X[t *
g = [Ssinw] - (£) cos(t) at
X o3 L —Q . ¢ X . . X
sin(t) t* 1 B sin(X) sin(1) 1 [“*cos(t)
f e dt = __—asm(t)_1 +Ef1 t %cos(t)dt = — p— + " +E_].1 t—adt
Soit encore
X o - ¢ X . . X
sin(t) t7* 1 B sin(X) sin(1) 1 [*cos(t)
f t“Tdt:_—_asm(t)_l—i_Ej;t Zcos(t)dt = — — + " +Ef1 v dt
cos(t) sin(t) sin(X)
—[1 o dt = j P dt + Ya —sin(1)
Les termes de droites admettent une limite lorsque X — +oco donc f1+°° Cotsf) dt converge.
2.
cos?(t) 1+cos(2t) 1 = cos(2t)
t 2t 2t 2t
X 2X 2X 1
cos(2t 1 cos(u 1 cos(u 1 (" cos(u
J ( )dt=—f ()du=—f Ldu+—J ()du
En faisant le changement de variable u = 2t
La premiere intégrale converge gréace au 1. et la seconde est finie donc %(tzt) est intégrable en +oo, et
2
comme i n’est pas intégrable en +oo (fonction de Riemann avec a = 1) par conséquent %(t) n’est pas

intégrable en +oo (la somme d’une intégrale divergente et d’une intégrale convergente diverge).
Comme |cos(t)| < 1 ona cos?(t) < |cos(t)| et donc
cos?(t) - |cos(t)]

t t
La premiére fonction n’étant pas intégrable en +oo la seconde ne 1’ai pas n’ont plus. Autrement dit
+o0 |cos(t) .
/; T| dt diverge
cos(t) cos?(t)
+
NG t cos(t)
= + —->
cos(t) NG
Ve
Donc
cos(t) cos(t) cos?(t)
vt vt t
+00 cos(t) A
f1 7 dt converge grace au 1.
2
%ﬁt) + 250 ot 1a somme d’une fonction intégrable en +oo et d’une qui ne I’ai pas donc
400 (cos(t) , cos?(t) .
J; ( 7t ) dt diverge.
Remarque :

Le résultat qui veut que deux fonctions équivalentes en 4oo soit de méme nature nécessite que ces deux
fonctions soient de signes constants (positif dans la cours, mais pour négatif cela revient au méme) or
ces deux fonctions sont parfois positives et parfois négatives.

Allez a : Exercice 8

Correction exercice 9.
11



1.

Il'y a deux probleme en O eten 1
EnO:
1x—1
xz In(x) -
D’apreés les régles de Riemann en 0 si x*f(x) — 0 avec @ < 0 alors la fonction est intégrable en 0.
Enl onposet=1—-—x—-0
x—1 -t -t 1
= = = -1
In(x) In(1-t) —-t+o(t) 1+0(1)
La fonction est prolongeable par continuité en 1 par £ (1) = 1 donc la fonction est intégrable.
A I’aide de la formule de Taylor-Lagrange appliquée a la fonction f(x) = In(x) il existe ¢ € ]x, 1] tel
que

0

fG)=f)+&x-1Df(c)
In(x) =(x—-1) x%

x—1 x-—1

1 1
x<c<<lel<-<-x—-1>
C X C X
Carx — 1 < 0, on en déduit que
x—1
x—1>ln(x)>T

On fait le changement de variable t = x?, dt = 2xdx,x =0=>t=0etx =X >t = X?

Xxdx__1j“2 dt "1fX2 dt __fxzcu __fxzcu
0 In(x) 2 0 In(t2) 2 0 2In(t) 0 In(t) o In(x)

Xx—1 X x | Xt q | Xt q
o In(x) dx = ,[; In(x) dx = ,’; In(x) dx = j;, In(x) dx = _]; In(x) dx = _];( In(x) dx

A partir de

x—1

<In(x)<x-1

Endivisantparx —1 <0
1 1 X

x—1>ln(x)>x—1

X2 x X2 1 X2 1
dx < dx < d
L x—1 x_L In(x) x_fX x—1

jﬁ X d —fﬂx_1+1d —jﬂd-+Jﬁ ! e xt—xem(X=t
ox—17 7)), Tx—1 T T =T Nx -1

=XX—-1)+In(X+1)

X2 1
f dx=In(X+1)

On en déduit que

X Xx—1
X(X—1)+ln(X+1)Sf ——dx = dx <In(X+1)
v In(x) o In(x)
En faisant tendre X vers 1on trouve que
tx—-1
fo It dx = In(2)

Allez a : Exercice 9

Correction exercice 10.

On pose
12



b b
F(x)=j f()dt et G(x)=j g(t)dt

D’apres le théoréme des accroissements finis généralisés (pour deux fonctions), entre x et X > x, il
existe ¢ € |x, X[ tel que

(FG) = Jim FX)) 6'(e) = (60) — Jim FON) F'(ex)

Ona
F'x)=—f(x) et G'(x)=-g)
Et
Xll,rlr,l— F(X)=0 et Xll)n;_ F(X)
Donc

F(x)g(cx) = G(x)f(cx)
Comme f et g sont équivalentes au voisinage de b, il existe une fonction e tendant vers 0 lorsque
x — b~ tel que
% =l+elx) e flx) = g(x)(l + e(x))
Donc
F(x)g(cx) = G(x)g(cx)(l + E(Cx))
g ne peut étre identiquement nulle lorsque I’on s’approche de b~ sinon f et g ne peuvent pas étre
équivalente, bref on simplifie par g(c,)
F(x) = G(x)(l + e(cx))
Commec € |x,b~[
lim e(c,) =0
x—-b~
Ce qui montre que F ~ G
Allez a : Exercice 10

Remarque :
En 1988 c’est tomb¢ a I’agrégation de mathématiques, il n’y en a pas un sur dix qui a su faire !

Correction exercice 11.
Ln(t) ln(t)

1. EnoO. priad
t2 ln(t) - Oet l < 1, d’apres les régles de Riemann, ’intégrale f ln(t) dt converge.
ln(t) s (t) _dt converge.
En +oo. % ~ lr;#
: ln(t) les régles de Riemann, I’intégrale [ e “‘% dt converge.
ln(t) est de signe constant en +oo donc f ln(t) > dt.

Flnalement I converge.

2 ( ) ln(é)
__a In(t) x
2. dt=-Sdxet5 = e
x

2

2
3. Sit=ealorsxza;etsit:Xalorsx:a;

13



2

aYZln(a) —In(x)
_fz 2 2 dx
a a+x

&

£ 5+ £

a? 1 a’ a?
X In(t) x (7) a? X In(a?) —In(x) { a?
IS,X:f tz_f_azdt:j‘;z p X2 dxzﬁlz a2 T2 dx =
€ = 2 (F + 1) a?

a? a? a? a?
x 1 X In(x) 1 \1X X In(x)
= —21In(a) Ja_z mdx + fa_z mdx = —21In(a) [Earctan (E)]%Z fa_z mdx
& & &
aZ
In(a) a In(a) a x In(x)
= -2 m arctan (}) + 2 . arctan (E) + ja_z mdx
&
aZ
. a? . a? . ~ In(x) 0 In(kx)
4. Limg g+ — = +oetlimy,,—=0donclim .o+ [F——=dx = [  ——Zdx=-I

X—>+00 o
lim,_,,+ arctan (g) = get limy_, . arctan (%) = arctan(0) =0
En faisant tendre € vers 0 et X vers I’infini dans la relation ci-dessous on a :
! 2xIn(a)

a 2

D’ou
_ln(a)n
a2

Allez a : Exercice 11

14



Séries numériques

Exercice 1.  Etudier la convergence des séries suivantes :

1.
+00
1_1.1.1.1
2k 2 4 6 8
k=1
2.
_1,1 1.1
Li2k+1 3579
Allez a : Correction exercice 1
Exercice 2. Etudier la convergence des séries suivantes :
—n?+1 b~ 2n+ 1)*
5=y L Z_Z\/_ =) e iy
n=2 n=1
+ 00 1 n +o00 l + 00
S4=Z(1——> ; Z( en — ); S6=21n(1+e‘”)
n=1 n n=1 n=0

Allez a : Correction exercice 2

Exercice 3.  Déterminer la nature des séries dont les termes généraux sont les suivants :

1o = ()"

1
2. Uy = n cos2(n)
_r
(In(n))n(v

Allez a : Correction exercice 3

3. u, =

Exercice 4.  Déterminer la nature de la série de terme général :

1
— si n estun carré
_Jn
Un =19 1
— sinon
n

Allez a : Correction exercice 4

Exercice 5.  Les sommes suivantes sont-elles finies ?

< [—1\" <~ 2" ~ tan™ (ﬂ) 9
51—2 ; 2:z<_) ;oS3 = Sn—2’ 54: Tantz
5n 3 3n-2

3n+z 7 (3n +1)(3n+4)
n=2 n=4 n=0
Allez a : Correctlon exercice 5

Exercice 6. Existence et calcul de :

Allez a : Correction exercice 6

Exercice 7. Soit (u,) une suite de réels positifs et v,, = 1’:’;

Montrer que les séries Yu,, et Y v,, sont de méme nature.

1



Allez a : Correction exercice 7

Exercice 8.  Déterminer en fonction du parametre @ € R la nature de la série de terme général
In(n)
=—

Un

Allez a : Correction exercice 8

Exercice 9.  Etudier la nature de la série de terme général u,, :

n+1
1. n T p3_y
n+1
2. up = nz-7
n+1
3. Up = n-7
. 1
4. u, =sin (ﬁ)
1
5 u, = T
n Vn
1
6. U, =———
n " In(n?+2)
In(n)
7. u, =—3
nz
n
8. U, = o
9 w = 243"
UM T 24 n(n)+5n
1
10. U, = ;
110000
11. u, = —
4n+1((ne1))?
12, 4, = ¥ (@ D)

(2n—-1)!

13, = (n ()

14.u, = (1- l)nz

n
1 n?
15.u, = (1+3)
Allez a : Correction exercice 9

Exercice 10.
(="

Montrer que la série de terme géneral u,, = (1)

est semi-convergente.

Allez a : Correction exercice 10

Exercice 11. Etudier la convergence de la série numérique de terme général u,, :
n3
1. U, = (—l)n ;
n
= a—, a € C.
n!

u, =na" !, a €C.

2
3
4. u, = sin (n2n+1n).
5
6
7

u, = (—D"Vn+1-+n)

sin(n)
U, =

n

Uy, =n1n(1+%)—cos(\/iﬁ)



Allez a : Correction exercice 11

Exercice 12. Calculer

[ee] n
Z Un avec = kZ n k)' ]

Allez a : Correction exercice 12

Exercice 13. Calculer

i L (_1)n—k
Un avec U, = W
n=0 k=0

Allez a : Correction exercice 13

Exercice 14. Etudier la nature des séries de terme général et calculer leur somme :

1
1. u, = D’ nx=1
1
2. Uy = nn+1)(n+2)’ nz1
2n—1
3. u, = rmay N2 3
4 =" (3), n22
1
5 u,=In (1 — (n+2)2), n=>1

Allez a : Correction exercice 14

Exercice 15.
Si (v,)ns0 €St une suite numérique tendant vers 0 et si a, b, ¢ sont trois réels vérifianta + b + ¢ = 0, on
pose pour toutn = 0 :
U, = av, + bv,q + cvpyo
Montrer que la suite de terme général u,, converge et calculer sa somme.
Allez a : Correction exercice 15

Exercice 16. Etudier la convergence des séries de terme général :
. n3+1
1. u, =sin (n )

n2+1

2. u, = (1 — cos (E)) (In(n))?°11
3. unzf sin(x) dx

1+(-1)™n
4 Un =T
5 _ 1
© U T

6. u, = i—: (sin(a))?™

Allez a : Correction exercice 16

Exercice 17.

On considere la suite numérique (u,,) définie par :
n

unzn!l_[sin(%), a € Rt \ nN

k=1
1. On suppose que a # 1. En étudiant la suite ( Z“) préciser
n

3



a) La nature de la série Yu,,.
b) La nature de la suite (u,).

a) Sia, =In (n sin (%)) quelle est la nature de la série Y a,, ?

b) Quelle est la nature de la suite (u,) pour a = 1.
Allez a : Correction exercice 17

Exercice 18.
On considere la suite (u,,) définieparu, =1 etu,,, = %e‘”n pour tout n > 1.
1. Nature de la série Yu,, ?

2. Nature de la série Y. (—1)"u, ?
Allez a : Correction exercice 18

Exercice 19.
n

Montrer que la suite u,, = % converge, on pourra d’abord montrer que la série de terme général
n

1
n 2
Un+1
Zp =1In
un

est convergente.
Allez a : Correction exercice 19

Exercice 20.
Nature de la série de terme général (convergence et absolue convergence).

k=0
Ou
(=" ="
n=— et v, =
(n+1)2? n+1
Allez a : Correction exercice 20
Exercice 21.
Montrer que les séries de terme genéral
(=" -n" 1
Uy = et v, = + =
" Vn " Vn n

Ne sont pas de mémes natures et que pourtant u,, ~ v,.
Allez a : Correction exercice 21

Exercice 22. On pose
1
f(n) =f x"e X*dx, n€N

0

1. Montrer que la suite f(n) est positive et décroissante. Au moyen d’une intégration par parties donner

une relation de récurrence entre f(n) et f(n — 1).
Montrer par récurrence que pour toutn = 0

n! -
f(”>:?(e—Zm>

k=0
2. Montrer que I’on a :



1 < < 1
e(n+1)_f(n)_n+1

En déduire la nature des séries

oo

S SO 0 S comm
n=1 n=1

n=1
3. Déterminer le rayon de convergence de la serie entiére

e}

Z f()x™

n=1

Exercice 23. On considere la série numérique de terme général u,, pourn > leta € R:

o= (osn()

1. Montrer que si cette série est convergente pour une valeur a donnée, elle converge pour tout b > a.
2. Montrer que si a < 2 la série est divergente.

On pourra utiliser un développement limité de In(u,,).
3. Onposea=2+cavec0<e<l1

Montrer que u,, est équivalent a exp (— gnf). En déduire que la série est alors convergente.

4. Donner toutes les valeurs de a pour lesquelles cette série converge.
Allez a : Exercice 23

Exercice 24.
Pour n € N, on pose :

1x2n —1)"
un=f dx et v—( )

o 1+ x2 "2n+1

1.

a) Calculer u,.

b) Montrer que pour toutn € Nona:

1
0<u, <
=M =1

2.

a) Montrer que pour toutn € Nona:

1

b) En déduire que :

n

s
Y o= G+ DMy
k=0
c) Montrer que la série de terme général v,, converge et calculer sa somme.
Allez a : Exercice 24

Corrections
Correction exercice 1.

1.
I s’agit d’une série de Riemann divergente aveca =1 < 1



1 1

2k +1 2k
Il s’agit d’une série de Riemann divergente avec a =1 < 1

Allez a : Exercice 1

Correction exercice 2.

n%+1 -
— 1 # 0 donc la série ne converge pas

2 2 . . . L : .
N il s’agit du terme général d’une série de Riemann divergente avec a =
nz

N | =

<1

Cn+1D* 2¢ y 1
(Tm?2+1)3 73 n?
11 s’agit du terme général d’une série de Riemann convergente avec @ = 2 > 1

n 1 1
(1-1) 2ot 2 7o) g L1
n e
La série diverge.

1 1 1 1
neﬁ—n=n<eﬁ—1)=n(1+g+o(ﬁ>—1)=1+0(1)—>1¢0

La série diverge.
n

In(1+e™)~e™™= (%)

Il s’agit d’une suite géométrique de raison dans |—1,1[.
Allez a : Exercice 2

Correction exercice 3.

1.
2 _p2(i_1. 1
= () — o) _ ) _ gmnen(iod) _ o) ponenaocs
n+1
1 n
— e—nel+o(1) ~eMxe=ce¢ (_)
e
Il s’agit d’une suite géométrique de raison dans |—1,1[, la série converge.
2.
1 1

Up = ——— >~
" ncos?2(n) " n

. ;e .. , . 1 . , ;. .
Il s’agit d’une série a termes positifs supérieurs a — qui est le terme général d’une série de Riemann

divergente avec « = 1 < 1. La série diverge.

1
n — 0
Vi =)
D’aprés la régle de Cauchy, 0 < 1, la série converge.
Allez a : Exercice 3

Correction exercice 4.

N N N N N
n=1 n=p?2 n#p? n=p? n=p?

14
Cette derniére série diverge (Riemann avec « = 1 < 1 donc la série de terme général u,, diverge.
Expliguons quand méme un peu

S| -



i —1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+
1_2232252627823102
n=

e . 1 o ] -
Ainsi, il est plus clair que tous les « — » sont dans la série et que donc la série diverge.
Allez & : Exercice 4

Correction exercice 5.
1

\" a1 1 T . -
¢ o= (E) est le terme général d’une série géométrique de raison dans |—1,1[, la série converge.

-1\" , R L, . L.
o (?) est le terme général d’une série géométrique de raison dans |—1,1[, la série converge.

2" 2\" . , s . L

* =T 4 x (5) est le terme général d’une série géométrique de raison dans |—1,1[, la série
converge.
@l _ 1 1y et .

o sz | S gnz = 5 X (E) est le terme général d’une série géométrique de raison dans ]—1,11, la

série converge.

9 1 - [ . .
o ———— ~ —est le terme général d’une série d’une série de Riemann convergente avec a = 2 >
(3n+1)(3n+4) n?

1.
Allez a : Exercice 5

Correction exercice 6.
In (1 - %) est de signe constant (negatif) et

1 1
n(1-12)~

Est le terme général d’une série d’une série de Riemann convergente avec a« = 2 > 1.
Allez a : Exercice 6

Correction exercice 7.
Si la série de terme général u,, converge, alors u,, — 0 donc v, ~ u,, comme ce sont des séries a termes
positifs, la série de terme général v,, converge, si elle diverge alors la série de terme général v,, diverge,
bref, les deux séries sont de mémes natures.

Réciproquement
Un

v, = @vn(1+un)—un@vn+unvn—unﬁvn—un(l—vn)(:»un=

1 +
On a encore u,, ~ Un donc les série sont de mémes natures.
Allez a : Exercice 7

1—-v,

Correction exercice 8.
Si @ > 1, alors on utilise la réegle de Riemann avec g € |a, 1]

8 In(n) In(n)

n¢  na-p

-0<1

1()

Lorsque n — 4o0. Cela montre que la série de terme général ——= converge car 8§ < 1

Si a < 1, alors on utilise la régle de Riemann avec g € |1, a[

1
nf n(n) =n*Fln(n) - +o

- o1 .
Lorsque n — +oo. Cela montre que la série de terme général %’? divergecar 8 > 1
n
Lorsque a = 1, c’est plus compliqué, les régles de Riemann ne marche pas. Il s’agit d’une série a termes
positifs, on peut appliquer la comparaison a une intégrale
7



1
ﬁ
xIn(x)

Est intégrable car

L xlnl(x) dx = [In(In()] = In(In(X)) — In(In(2))) - +oo
1

Lorsque X tend vers I’infini, ce qui montre que I’intégrale est divergente, la fonction x — prrmva est

: diverge.

nln(n)

clairement décroissante et tend vers 0 en I’infini, donc la série de terme général

Allez a : Exercice 8
Remarque :
C’est ce que 1’on appelle la régle de Duhamel.

Correction exercice 9.

1. Lasuite (u,) est de signe constant
1
Uy, ~ F
C’est le terme général d’une série de Riemann convergente avec @ = 2 > 1
Allez a : Exercice 9
2. Lasuite (u,) est de signe constant
1
U, ~ E
C’est le terme général d’une série de Riemann divergente aveca =1 < 1
Allez a : Exercice 9
3. u, — 1+ 0 lasérie diverge grossierement
Allez a : Exercice 9
4. Lasuite (u,) est de signe constant
1
n2
C’est le terme général d’une série de Riemann convergente avec @ = 2 > 1
Allez a : Exercice 9

U, ~

5. Meéfiance
1 1 - L 1 L
un: 1 :En \/ﬁ:;e \/ﬁln(n)
n1+ﬁ
Comme
In(n
lim () =0
n—-+oo \/ﬁ
Ona
—iln(n)
lim e Vn =1
n—+oo
Ce qui montre que
1
Uy, ~ T_l

C’est le terme général d’une série de Riemann divergente aveca = 1 < 1
Allez a : Exercice 9
6. u, estde signe constant
1 1 1 1

T+ 2) =ln<n2 (1 +%)> _Zln(n)+ln(1+%) ) 21n(n)+nz—2+o(n—12)




1 1 1

n2u, = n2 5 i~ +00
2In(n) + 2 +o0 (?)
D’apres les régles de Riemann n%u,, —» +o0 avec a < 1 entraine que la série de terme genéral u,,
diverge.
Allez a : Exercice 9
7. u, est de signe constant
5 5In(n) In(n)
ntuy, =Mt ———=——7—-
nz n4
D’apreés les régles de Riemann n%u,, — 400 avec @ > 1 entraine que la série de terme général u,
converge.
Allez a : Exercice 9
8. wu, est de signe constant
n+1
Un+1 _ 21;:1 :n+1xl_)l< 1

n 2 2

D’aprés la regle de D’ Alembert la série de terme général u,, converge.
Allez a : Exercice 9
9. wu, est de signe constant

2"+ 3" 3" (3)”
U, = ~—=|—=
" nZ+4+ln(n)+5"* 57 \5
3\ ., s fe L L
(E) est le terme général d’une série géométrique convergente, la série de terme général u,, converge.

Allez a : Exercice 9
10. u,, est de signe constant

1
] 1
un+1:(n+1).: 50<0
U, 1 n+1
n!

D’apres la Regle de D’ Alembert la série de terme général u,, converge.
Allez a : Exercice 9
11. u,, est de signe constant
(n + 1)10000

U1 W n+1 10000 n! n+1 10000
un= n10000 =( n ) (n+1)!=< n ) n+1_)0<1
n!
D’aprés la Regle de D’ Alembert la série de terme général u,, converge.
Allez a : Exercice 9
12. u,, est de signe constant
4m+2((n 4+ 2)1)° , ,
Uner  @n+ D! A" ((n+2)) Cn-1)! A (n+2)*((n+ 1)) (2n—1)!
Un 4+ ((n+1))° A (+ D)@+ 1) ((e+ D) @20+ 1)2n(2n — 1)!
(2n - 1)!
. (n+2)?
Y @n+1D2n
Ca ce n’est pas de chance, sauf si on peut montrer que la limite est 1 par valeur supérieure
Uptq (n + 2)? 4n®+4n+4) 4n’+16n+16
U, - (2n+1)2n T 4n2+2n | 4n?+2n

Ouf ! La limite est 1* donc la série de terme général diverge.
Allez a : Exercice 9



13. u,, est de signe constant

)" in(L n<1—i+o = ) _ 1ty 1
Up = (Sil’l (—)) = ensm(n) = \" 6n’ (n3) = el 6n2+0(n2) ->—%*0
n e
La série de terme général u,, diverge grossiérement

Remarque : il était inutile de faire un développement limité a I’ordre 3 de sin (%)

Allez a : Exercice 9
14. u,, est de signe constant

n? 1 1 1 n
Uy = (1 - l) =" In(1-7) — en2<_ n- mw(ﬁ)) = e_n_%“’(l) = e‘ne_%w(l) - (1)
n Ve \e
1

1\" fos , . , Yo . 1. . g N , .
NG (;) est le terme général d’une suite géométrique de raison - strictement inférieure a 1. La série de

terme général u,, converge.
Allez a : Exercice 9

15.
n2
u, = (1 + E) >1
Donc u,, ne peut pas tendre vers 0.
Allez a : Exercice 9
Correction exercice 10.
On pose
f@) -
X)=—F7—3
In(vx + 1)

1 1
C(n(VE+1) 2% Wn(Vx+1) Iy
(In(vx + 1))’ (In(vx +1))°
Donc la suite de terme général u,, = f(n) est décroissante, elle tend vers 0, d’aprés le TSSA la série
converge.

f/x) =

1
Il = i + 1)
1

Pity| = ——e
n2lu,| = ————— 4+
" n(Wm + 1)

D’apreés les régles de Riemann si n%|u,,| - +oco avec a > 1 la série de terme général |u,,| diverge ce
qui montre que la série de terme général ne converge pas absolument. Cette série est donc semi-
convergente.

Allez a : Exercice 10

Correction exercice 11.
3

1. Onpose v, = |u,| = %
(n+1)3 5
! 1 1
Vi1 _ (0 +31) = (n + ) X -0
Up n> n n+1
n!

D’aprés la régle de D’ Alembert, la série de terme général v, converge, donc la série de terme général u,
converge absolument, donc elle converge.

la|™

2. Onpose v, = |u,| =

n!

10



|a|n+1

v |
ni1_ (n+ D! lal 50
Up la|™ n+1

n!

D’aprés la régle de D’ Alembert, la série de terme général v, converge, donc la série de terme général u,,
converge absolument, donc elle converge.
3. Onpose v, = |lu,| = nla|™®?*
Vpyr  (n+ Dl  n
v,  nla™! n+1

la| = |al

Silal <1

D’aprés la régle de D’ Alembert, la série de terme général v, converge, donc la série de terme général u,,
converge absolument, donc elle converge.

Sila|l = 1, |u,| » +o donc la série diverge grossiérement

u, = sin (nZ 1 n) = sin (mr + E) = (—=1)"sin (g)

n

Il s’agit d’une série alternée car a,, = sin (n) > 0, il est & peu pres évident que a,, est décroissant et

tend vers 0, d’aprés le TSSA, la série converge.
Remarque : on pourrait montrer qu’elle semi-convergente.

5.
n+l—-n 1
u, = (D*"(WVn+1-vn)=(-1)'——=(-1)"——
" ( ) Vn+1-+n Vn+1++/n
a, = \/n_+—i+\/ﬁ est positif, décroissant et tend vers 0, d’aprés le TSSA la série converge.
6. On pose
N N N
Vy = z sin(n) = z Im(e™) = Im (Z ei")
n=0 n=0 n=0
Normalement il faudrait prendre la somme & partir de n = 1car u, n’est pas défini, mais cela ne change
rien au fond.
i(N+1) _i(N+1) i(N+1)
n _— 2 — — — p
Ze ‘Z(e) T T 1—er [ ser X1
n=0 n=0 ez (e 2 — ez) —2isin (7)
N+1
(Y
A
sin (2)
Donc
N N +1
sm > ) 1
z em 1 S
sin(z) | sin(3)
Et
N

|VN| =

(2

Les sommes partielles sont bornées et la suite ; est décroissante et tend vers 0. Cela montre que la série
sin (n)

Ze

=0

SHl

de terme général u,, = converge.
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7. Tentons de faire un développement limité en % avec a > 1 donc a I’ordre 2 ou 3/2, dans le premier

terme on va perdre un ordre & cause du n devant le In et dans la cos la variable sera 1/v/n

Uy =nln<1 +%> — cos <%>

et [ )

Vn

11+1_|_<1)11_|_1+(1)_7_|_<1) 7
- 2n  3n2 ° n2 2n  24n? ° n2) ] 24n2 0 n2 24n?

Il s’agit du terme général d’une série de Riemann convergente avec & = 2 > 1 donc la série de terme
général u,, converge.
Allez a : Exercice 11

Correction exercice 12.

On pose v, = %, il s’agit d’une série absolument convergente en appliquant la régle de D’ Alembert

1
Un+1 _ (n+1)!= 1 50<1
Uy, 1 n+1

n!

On peut appliquer la formule du produit de deux séries absolument convergentes

+00 + 00 +0o0 n +0o0 n 1 +0o
(D))= 2o (o) = 2 (i) = 2
n=0 n=0 n=0 \k=0 n=0 \k=0 n=0
Comme on le verra dans le chapitre « séries entiéres »

400 400
1
Unp = n!—-e
n=0 n=0

Ce qui montre que

n=0
Allez a : Exercice 12
Correction exercice 13.
On pose
1 Gl
a, = E et b, = T
a, est le terme général d’une série absolument convergente en appliquant la regle de D’ Alembert
1
!
an+1=(n+1).= 50<1
an 1 n+1
n!

1 . , U 1 -
|b,| = —n est le terme général d’une série géométrique convergente avec q = > < 1, donc la série de

terme général b,, converge absolument
On peut appliquer la formule du produit de deux séries absolument convergentes

(Ze)(Z)- B (Frm) - () - 2

n=0 n=0 n=0

12




+ oo

n=0
Comme on le verra dans le chapitre « séries entieres » et

Y- 3 >T)

n=0

oo
Y=

n=0

Finalement

Allez a : Exercice 13

Correction exercice 14.
1 . . R o ;o7
1. u,~ — qui est une suite de Riemann convergente car « = 2 > 1 donc la série de terme général u,,

converge.
On décompose cette fraction en élément simple
1 1
u, _-E-_
n n n n n n+1
RN = RO Z SONEDN:
=L\ T+l k K k'
k=1 k= k=1 k=1 k=1 k'=2
Enposant k' = k + 1 dans Iasecondesomme. k=1=>k'=2¢tk=n=k'=n+1
n n n+1
_ z 1 1
Y= Lk k
k=1 k=1 k=2
En changeant k' en k.
b n+1

Allez a : Exercice 14
Car tous les termes entre k = 2 et k = n se simplifient.

+oo n

Z U, = lim u, =1
n—+oo

k=1 k=1

1 . . . ;- s 7
2. U, ~ — qui est une suite de Riemann convergente car &« = 3 > 1 donc la série de terme général u,

converge.
On décompose cette fraction en élément simple
11
_2_ 2
L 1T n+2
n n 1 1 n n n
e S DRI
k k + 1 k+2 24ak 2
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1
Dans la seconde sommeonpose k' =k+ 1, k=1=k'=2¢etk=n=k'=n+1
Dans la troisieme somme on pose k" =k + 2 k=1=>k"=3etk=n= k” =n+3
n n+1 n+2
Z” Z K2 2 k"
k=1 k''=3

Onchange k' enketk” enk

13



On va réunir les valeurs de k comprises entre k = 3 etk =n

k=1

_1<1+1) 1+1( 1,1 )+1Z”:1 Z1+1i1
2 2) 2 2\n+1 n+2) 2Lk k 24k

Les trois derniéres sommes s’annulent et il reste

Z": _1<1+1> 1+1( 1,1 )_1+1< 1, 1)
eE T2 T2 2\nr 1 T nr2) T 21 T nt2

k=1
+00 n
Z 1. 1
U, = 11m U = —
e =_lm k=7
k=1 k=1

Allez a : Exercice 14

z": 1,1, Z L1 2"11 1,1
e\t T2 Lk Thri)t2 Lk n+1l n+2
n

1 . . . ;- s 7
3. u, ~ — qui est une suite de Riemann convergente car « = 2 > 1 donc la série de terme général u,

converge.
On décompose cette fraction en élément simple
o1 1 3 5
n— 2 2 _2
_ _4,.8 8
n(n—2)(n+2) n n—2 n+2

n
n n /1

P Q 1
Q=) 5+ Z Z———

k k+2 4 k 8 k—2 8 k+2
k=3 k=3

Danslasecondesommeonposek’=k—2,k:3:>k’=1etk=n:>k’=n—2

Dans la troisieme somme on pose k"=k+2,k=3>= k” =5etk=n=>k"=n+2
n+2

Z“"_4zk 8Zk’ SZk”

Onchange k' enketk” enk

RﬂrA

L3
8
k=1 k=3 k=1

»Plrd
i

Gﬂcn
RﬂrA

On va réunir les valeurs de k comprisesentre k = 5etk =n — 2

zn: - 1+1+n_21+ L)y 1+ +1+1+
L% Ta\37 4 Lk n-1"n "3 37 4 k n+1

n—2
5 1+ 1 +1+ 1 1
8 k_sk n—1 n n+1 n+2
_1(1+1+ 1 +1)+3<1+1+1 ) 5( 1 +1+ 1
“4\3 4 n—-1 n/ 8 2 3 4/ 8\n—-1 n n+1
n—2 n— n-2
+1 1+3 1 5 1
4 k 8 k 8 k
k=3 k=3 k=3

Les trois derniéres sommes s’annulent et il reste

14
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zn: _1(1_|_1+ 1 +1)+3<1_|_1+1_|_1> 5( 1 +1+ 1 N 1)
W=2\372 " n-1"n) "8 27374) " 8\n—1"n"n+1 n+2

k=3
+oco n
Z y Z _1(1+1>+3(1+1+1+1>_7+25_89
LTt LM T2\37 ) T8\ 727372 T8 7327 %6

Allez a : Exercice 14

4. llesta peu pres clair que u,, tend vers 0, c’est déja cela, mais comment, on va faire un développement

limité en = de lu,| = In (n+1) (car"—+1 > 1), on pose x = —donc n —i

On fait un developpement limité a I’ordre 2 car la série de Riemann ; est divergente et que la série de

Riemann — est convergente (En général il faut aller a un ordre strictement supérieur a 1, dans les cas
raisonnable).
2 2

:ln(iig=1n(1+x)—ln(1—x)=x—x7+0(x2)—<—x—x7+o(x2)>

1
§+1

|un| =In
1
=—1
X
1 1 1
= 2x + o(x?) =_+o ( 2>~—
n n
Et voila, c¢’est raté la série de terme général u,, ne converge pas absolument, on va essayer de montrer
qu’elle converge simplement en utilisant le fait que cette série est alternée.

=ln(z+ 1) f(n) avec f(x)= ln(zti) =In(x+1)—In(x—1),x=>2

1 1 x—1—-(x+1) 2

! = —_ = = — <O
f') x+1 x-1 x2—1 x2—1

De plus

n+1
lim v, = lim In =
n—+oo n—+oo n—1
Donc la série de terme général u,, = (—1)™v, est convergente.
n

> =D*In (Z )= Zn:(—l)k(ln(k +1) = In(k — 1)
k=2 k=2

n
= > D*InCk+ 1D = ) (~DFIn(k - 1
k=2 k=2
Dans la premiere sommeonpose k' =k+1,k=2=k' =3etk=n=k'=n+1
Dans la seconde sommeonpose k" =k —1,k=2=k' =1etk =n:>k” =n—1

Z( . ( n+1

)= Z( D In(k’) - z (~D*" In(k")
k''=1

On remarque que (—1)" = (—1)""‘1(—1)2 = (=1)*"'~1, puis on remplace k’ et k"’ par k dans

chacune des sommes

i(—nk n (1) = il(—nk-l In(k) — ni(—nk-l In(k)
k=2 k=3 k=1

= Z(—nk-l In(k) + (=)™ 1In(n) + (-1 D-1n(n + 1)
k=3

n-1
_ <(—1)1-1 In(1) + (=1)211n(2) + Z(—l)k_l ln(k))
k=3

Les deux sommes se simplifient
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n+1

Z( 1)kln<k+1) Z( 1 n(l) Z( 1% nk)

= (- 1 ln(n) + (=" ln(n + 1) +In2) = (D" (n(n) —In(n + 1)) + In(2)

n
— (_ n—-1
= (=)™ !In (n T 1) +1n(2)
_1\n n ) Z k ( ) n—1 —
ZO( 1) In (n = lim > (~1)*In = lim (D" In (= -+ (@) = n(2)
n=
Allez a : Exercice 14
5 u,=In (1 — (n+12)2) ~ = (n+12)2 ~ —%, il s’agit d’une suite de Riemann avec a = 2 > 1, la série
converge.
Petit calcul
. 1 ((k+2)-1 (k+2-D(k+2-1) (k+3)(k+1)
(k+2)?2 (k+2)? (k +2)2 (k4 2)2

n

>im(1- ﬁ) - ;m <(k J{;J)FUZ{; D) . ;m(k +3)+ ;m(k +1) -2 klen(k +2)

Dans la premiere sommeonpose k' =k+3, k=1=k' =4, k=n=k'=n+3
Dans la deuxieme sommeonpose k" =k+1,k=1=>k"" =2,k=n=k'""=n+1

Dans la troisieme sommeonpose k"' =k + 2, k=1=2k'"" =3,k=n=>k" =n+2
n n+3 n+1 n+2
Z ln( i 2)2> Z In(k") + Z In(k") — 2 Z In(k"")
k=1 KMT=3

Onremplace k', k' et k"' par k

n n+3 n+1 n+2

kZl tn (1 T+ 2)2) Z InCie) + Z In(k) - 2 2 In(k)

On va réunir les sommesentre k =4 etk =n + 1

n

1
Z in(1- U+ 2)2)
n+1 n+1
- (Z In(k) + In(n + 2) + In(n + 3)) + (ln(Z) +1n(3) + Z ln(k))
k=4 k=4

-2 (ln(3) + Z In(k) + In(n + 1))
k=4

Lessommesde In(k) de k = 4ak = n + 1 s’éliminent.

n

Z In (1 _ (k+1—2)2) = (In(n + 2) + In(n + 3)) + (n(2) + In(3)) = 2(n(3) + In(n + 1))

) 1 (n+2)(n+3)
B n( (n+1)2

) +1n(2) — In(3)

i (n+2)(n+3)
nos o (n+12

donc
n

nl_i)rpoo In (1 — (k+—12)2) =1In(2) —In(3) =1In (%)

Allez a : Exercice 14
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Correction exercice 15.
n n n n n

Z Uy = Z(ka + bUpyy + CVpya) = az Vi + bz Vg1 T Cz Vi+2

k=0 k=0 k=0 k=0 k=0
Dans la deuxieme sommeonpose k' =k+ 1, k=0=k'=1letk=n=k'=n+1
Dans la troisieme somme on pose k'=k+2,k=0=>k'=2¢etk=n=k'=n+2

n+1 n+2
PRI IRTS AT e
k''=2
Onchange k' et k"' par k.
n n n+1 n+2
Zuk azvk+b Vg +cC Vg
=0 k=1 k=2

On réunit les sommes entre k = 2 etk

n n n n
zuk=a<vo+v1+2vk>+b v1+ka+vn+1>+c<2vk+vn+1+vn+2>

k=0 k=2 k=2 k=2

=a(vy+vy) +bvy +bvyy +c(Vpy1 + Vny) +(@+ b+ ) Z Vg

k=2
= a(vy +vy) + bvy + bvyig + c(Vpyq + Vnaz)
Cara+b+c=0
La suite tend vers 0 donc
n
1irP U, = lirp (a(vo +vy) + bvy + bvg s +c(Vpyq + vn+2)) = a(vy + vy) + bvy
n->+oo n—-+oo
k=0

Allez a : Exercice 15

Correction exercice 16.
1. Onva d’abord diviser n® + 1 par n? + 1, ce qui donne n® + 1 = (n? + 1)n + (—n + 1), donc
nd+1 B -n+1
n2+1 + nz+1

. n3+1 . ( +—n+1 )_( Drsi (—n+1 )
U, = Sin T[n2+1 =S\ nm n2+17‘[ = Sin n2+17‘[

On va montrer que la série est alternée, mais comme —n + 1 < 0, le sinus va étre négatif aussi, on va

Iégerement modifier u,
3
n°+1 n—1
u, = sin (n > = (=11 sin( > rr)

Et alors

nz+1 n?+1

. . -1 L. "
Puis on va montrer que v, = sin (:zﬂ 7'[) est décroissante et qu’elle tend vers 0

tend vers sin(0) = 0.

n-—
n2+1
T n-—1 _(1 n—1) n+1-2n-Dn _n*-2n+3nr  (n—Dn-3)n
2 nr+1n 2 w2+ T T 2m2+ 1D 2 2mP+D) 2 2mZ+1) 2
Pour n > 3 (n tend vers I’infini donc on n’a pas de probléme pour les petites valeurs de n)

v, = sin (:2:_11 n) =f(n) avec f(x)=sin (;2:_11 n)

T > 0 c’est clair

>0
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, x—1 x—1 1x(x?2+1)—(x—1) x2x x—1

f(x)=(x2+1n) COS'(x2+17r>_ (x%2+1)2 S<x2+1n)
—x?+2x+1 x—1

-7 (x2 +1)2 €os <x2+1n>

Au moins pour x assez grand, —x? + 2x + 1 < 0 et pour x assez grand (que 3)

x—1
x2+1

T € ]Og[ donc

-1 . . . . . e 1
cos (;2+1 n) > 0, la fonction est décroissante donc la suite est décroissante. Finalement il s’agit d’une

série alternée convergente.

2

= (1= cos (%)) ()20 = (1 - (1 - (%—)2 +0 (%))) (In(n))2011

2 2
- (2”7 +o (%)) ()21 ~ 2 (in(m))*

3 2 w2
n2o— (In(n))*°* = — (In(n))*°** - 0
n 2nz
D’aprés la régle de Riemann la série de terme général u,, converge.

On rappelle que pour tout x > 0, sin(x) < x

T T s 3
n n 2 3|m 2m2 1
OSun=jn,/sin(x)defn\/§dx=[gxf] =TX_3
0 0 0 5

n2
1 ry s ;e . 3 ;-
— est le terme général d’une série de Riemann convergente, avec a = 3> 1. Donc la série de terme
n2

géneral u,, converge.

n = % n’est pas de signe constant mais il parait délicat d’appliquer le TSSA
1+(-D™Wn 1 Vn
Uy = (-1) = + (=D"
1+n 1+n 1+n
ﬁ ~ %est le terme général d’une série de Riemann avec « = 1 < 1, donc divergente.
_ x _n
Posons f(x) = o ona alors f(n) = e

f(n) >0 et lirP fm)=0
n—-+oo
C’est évident. Et pour tout x > 1

1
) 2\/}(14—36)_\/E (1+x)—2x 1—x
f'(x) = 5 = == - <0
(1+x) 2Vx(1+x)?2  2vx(1 +x)
Ce qui montre que la suite (%) est décroissante, d’aprés le TSSA la série de terme général (—1)" %

converge.

s , T 1 . , .
Uy, est la somme du terme général d’une série divergente (m) et du terme général d’une série

convergente (—1)" % donc la série de terme général u,, diverge.

. D’aprés la regle de Cauchy
1

1 1 n 1
)" = (Ggmye) =g =0 <1
Donc la série de terme général u,, converge.
Cela va dépendre de la valeur de a
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[uy

2" n_ 2sin®(a)

1 n
() = (5 (sin(@)?") :

Donc

(un)% - 2sin?(a)

D’apres la regle de Cauchy
Si 2sin?(a) < 1, autrement dit si sin?(a) < % soit encore —g < sin(a) < ‘/2—5 c’est-a-diresia €
]—%+ an,% + an[ aveck EZoua € ]%” + an,%” + an[ avec k € Z. Cela se voit assez

facilement sur le cercle trigopnométrique.
La série de terme général u,, converge

Si 2sin?(a) > 1, autrement dit si sin?(a) > % soit encore —1 < sin(a) < Vo2

S 0u—< sin(a) <1,

c’est-a-dire si a € E + an,%” + an[ aveck EZoua € ]%" + an,%” + an[ avec k € Z

La série de terme général u,, diverge.
Si 2 sin?(a) = 1 on ne peut pas conclure avec la régle de Cauchy, mais alors
2" (2sin?(a))® 1
Un =3 (sin(a))?" = — =3

Qui est le terme géneéral d’une serie de Riemann convergente avec @ =2 > 1

Allez a : Exercice 16

Correction exercice 17.

1.

a. Lasuite u,, n’est pas forcément positive mais a partir d’un certain rang 0 < % < m donc les termes

sin (%) sont positifs donc u,, ne change plus de signe lorsque que n augmente. Elle est de signe
constant.
. a
Uy, (0 DT sin(%)
- . [a
Un n![17., sin (E)
D’aprés la régle de D’ Alembert si a < 1 alors la série converge et si a > 1 la série diverge.
b. Si la série converge alors la suite tend vers 0.

=(n+1)sin(nL+1)~(n+1)x a

n+1=

a. sin (%) ~ % donc a,, tend vers 0, on va faire un developpement limité de a,, en % a ’ordre 2.
Attention en multipliant par n on va perdre un ordre. Remarque sin (%) < % donc n sin (%) <letla

suite a,, est négatif (donc de signe constant).

v = (s (2) =in(n (3 gm0 (2))) =i (1~ o)) = a0 )

1
6n?
1 £z > ;o . -
— o gest le terme général d’une série de Riemann convergente (¢ = 2 > 1). Donc la série de terme
géneral a,, converge.

b. Poura=1
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o o) <[ T ()

k=

In(w,) —1n<1_[ksm( )) kZln(ksm< )) Zn:ak

k=1

Donc

La série de terme général a,, converge, donc la suite (u,) converge.
Allez a : Exercice 17

Correction exercice 18.
1. Dans un premier temps remarquons que pour tout n > 1, u,, > 0, on en déduit que

1
0 < un+1 < ;
Cela montre que la suite (u,,) tend vers 0 mais cela ne suffit pas pour montrer que la série est

convergente (si on avait pu montrer que 0 < U, 44 <= Ia cela aurait été bon).

Dans un deuxieme temps on va falre un developpement limité en « u,, »
U, Uy, 1
Upyr = —(1—u, +o(u ————+0(—)~—
n+1 ( n ( n)) n n n
—est le terme général d’une série de Riemann divergente donc la série de terme général u,, diverge.

(_1)n+1
n

(_1)n+1un+1 =

- (DM o (Z)

-1t L. , 1 .. , ., s .
(e i est une série alternée, - tend vers 0 en décroissant, c’est le terme général d’une série de

Riemann.

opete o ()] -

LY n— par conséquent (— 1)"+1 iy ( ) est le terme général d’une série

nn-1)
absolument convergente, c’est donc le terme general d’une série convergente et enfin (—1)"*1u,,,, est
le terme général d’une série convergente. (il en est de méme pour (—1)"u,, évidemment).

Allez a : Exercice 18

Eto < <
n

Correction exercice 19.

e™1l(n+ 1)!
1 1 1 1
Uny1 (Tl + 1)n+1+§ _ e"“(n + 1)! nn+§ B el(n + 1)n"+§ B enn+E
= e - - _ a _ :
i = :Li em!(n+1)"2(m+1) M+D"2n+1) M+ D"z
nat
n 2

(1) < aelr NG = oo N - (i)

Le but est de faire un développement limité de =2 en % a ’ordre 2.

Un

@: ee (n-ié)(Tll 2:12+37113+0(n13)> — ee_<1 21n=37112=21n 41112“’(%)) — ee—1+ t 1 1 + 12+0(1)

2n 3n? 2n 4n n
Un
1 1 1 1
= e12n2+0( ) ( >
12n? n2

SN AL I T
Zn =10 1272 T °\2) ) T 12nz T 0 \nz) T 12m2
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est le terme général d’une série

convergente.
D’autre part

izk iln(“"“) Z(ln(uk+1)—ln<uk>)—Zln(um) Zlnmk)
k=1

k=
Danslapremieresommeonposek’—k+1 k—1=>k’—2etk—n=>k’=n+2
n+1

sz = z In(uy,’) — Z In(uy)

On change k' en k dans la premiere somme et on simplifie
n

> 2 = (utne) = Inuy)

[y

k=1
n
In(itpar) = ) 7 +In(uy)
k=1
La série de terme général z; converge donc In(u,,,) converge et finalement w,,,; admet une limite

finie.
Allez a : Exercice 19

Correction exercice 20.
Commencons par une mauvaise nouvelle, si u,, et v,, sont les termes généraux de séries absolument
convergente alors wy, est le terme général de la série produit, qui est convergente eton a :

+ oo n oo + 0o
D=2 D wen= () (5)
n=0k= n=0
Seulement voila la série de terme général v, ne converge pas absolument alors il faut faire autrement.

N N n N n Nk 1\n—k
D= Y (Y] =) (3 )

k=0 n=0
N n
1
= ;<(_1) kZO(k T D2n—k+ 1))

Puis on va décomposer la fraction rationnelle en éléments simples, il existe a, b et ¢ (ces

1
(k+1)2(n—k+1)
trois constantes peuvent dépendre de n) tels que :

1 _ a b c
(k+1D2(n—k+1) (k+1)2+k+1+n—k+1
Je multiplie par (k + 1)2, puisk = —1

1
_[n—k+1]k=_1_n+2
Je multipleparn —k + 1,puisk =n+1

_ [ 1 ] _ 1
“Tle+r,_,,., T m+2)?
Je multiplie par k, puis k = +oo
1
0=b-— b=————
b=
Finalement on a
1 1 1
1 _ n+2 +(n+2)2+(n+2)2

(k+1D2(n—k+1) (k+1)2 k+1 n—-k+1
21



Ce que I’on remplace dans la somme partielle
n 1 1 1

N N
_ _a\m n+2 (n+2)*  (n+2)?
;W"_Z (1) kzo (k+1)2+ k+1 n—k+1

) n
:nZ (1)n< +22(k+1)2 (n+2)22k+1 (”‘:2)22" llc+1>

Puis on va faire le changement d’indice k' = n — k dans la somme
n

z 1

k=0=>k'=n k—n:>k’—0

n

e Zm >

Ce que I’on remplace dans la somme partielle

N N n n n
;W"=Z (_1)71(711220(-:1)2+(n-:2)22k11+(n-:2)2;k11>
N
(i) a2 )

0
()" 1 (—Dn 1
Z<n+2 (k+1)2>+22((n+2)2;k+1)=Sl'N+Sz*N

n—O
_ (="
(n+2)2 Je= Ok 1

="

n+2 k=0 (k+ 1)2
de la série S,.

On rappelle un résultat « connu »,

Ouwy, = est le terme général de la série S; et w, , = le terme général

<
Z rr1 )
k=0
Alors

3 3 In(n)
nz |w21n| =n

2 z ~ _)0
mt2PLuk+1 n

D'apres les regles de Riemann la série de terme général converge absolument, donc S; y admet une
limite finie lorsque N tend vers I’infini.

Pour la série S; cela va étre moins simple Y.7_, (k ——— est une somme partielle qui admet une limite

1)?
puisque que le terme général est équivalent a > qui est le terme général d’une série de Riemann

convergente, mais le terme % ne permet pas d’espérer une convergence absolue, reste la solution de

montrer qu’il s’agit d’une série alternée, il faut montrer que
Uy = —= Y0 ——
T g2 4k=0 (g gq)2
Tend vers 0 et est dévroissant, a,, — 0 ¢’est évident.
n+1

a"+1_a"=n+32(k+1)2 n+22(k+1)2

(n+2) zzzs(,ﬁ—ll)z— (n+3) S0 3172

(n+2)(n+3)
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Donc a,,+1 — a, a le méme signe que
n+1 n

1 1
(n+2);—(k+1)2—(n+3)kz—(k+1)2

=0

(+2)<Zn: ! + ! ) (+3)n ! ! Y !
) S T
k=0(k+1) (n+2) k=0(k+1) n+ 2 k=0(k+1)
Pour tout k € {0, ...,n}, k+ 1 <n+ 1, donc

<! nooy L ) 1
;m>;(n+1)2:(n+1)221:mx(n+1):n—+1

k=0

Par conséquent
1 2": 11 1 _ntl-(+2) -1
n+2 k_o(k+1)2 n+2 n+l1 M+2)n+1) (M+2)(n+1)

Ce qui montre bien que a,,.; — a,, < 0 ¢’est-a-dire que la suite est décroissante.
Par conséquent

n
D" 1
W =
T 42 £ (ke + 1)?
Est le terme général d’une série convergente et enfin la série de terme géneéral w;, est la somme de deux

série convergente, elle converge.
Allez a : Exercice 20

= (_1)nan

Correction exercice 21.
1

Vn
1 o , L : : - s
—est le terme général d’une série de Riemann divergente donc la série de terme général v,, est la somme

est décroissant et tend vers 0 donc la série de terme général u,, est une série convergente.

d’une série convergente et d’une série divergente, elle diverge.

D", 1
% n n -1H"
_"=—‘/H —=1+ vn =1+( ) -1
Uy (=1 (=D"n Vn
Vn
Ce qui montre que ces deux suites sont equivalentes.

Remarque :
Si u,, ~ v, alors les séries de terme général u,, et de terme général v,, sont de méme nature est un
résultat faux, pour qu’il soit vrai, il faut que u,, et v,, soient de signes constants.

Allez a : Exercice 21

Correction exercice 22.
1. vx €[0,1],x"e ™ > 0donc f(n) >0
Vx€[01],0<x<1=>0<x"! <x"

Donc
1

1
f x™le ¥dx < f x"e *dx
0 0
Autrement dit f(n + 1) < f(n), cette suite est décroissante.

ﬂm=f1 1

0
Montrons par récurrence que

1
x"e *dx = [—x"e *]} —f nx™" (—e*)dx = —= +nf(n—1)

0

n! <!
“@=?G‘Za)

k=0
23



Pourn=0

L’hypothése est vérifiée au rang 0.

Supposons
=) =1
f(n—1) . e=) o
k=0
Alors
R SO o (n—1)! <1) 1, n =1
fn—enfn—enee k)~ e e\l k!
k=0 k=0
_n!x( 1)+n! <1) n z”:1
e n! e ¢ k] e € k!
k=0 k=0

Ce qui acheve la récurrence

Pour tout x € [0,1], e < e ™ < €79, on en déduit que :
1
—Xx"<x"e™* < x"
e

Puis en intégranten 0 et 1
1

1 1
EJ x"dx < f(n) SJ x"dx
0

0

Comme
flxndx— K1 1_ 1
0 B n+10_n+1
Cela donne
1
- < <
e(n+1)_f(n)_n+1

L 1 . , , L. . .
(n) est minorée par ~ — qui est le terme général d’une série de Riemann divergente donc la
q g g
en

e(n+1)
série de terme général f(n) diverge.
1
< f(n) <!
en(n+1) n n(n+1)

1 . ;. ;. .
— qui est le terme général d’une série de Riemann convergente donc la

f(n)

n

est majorée par ———— ~

série de terme général %") converge.
f(n) est positive et décroissante, la série de terme général (—1)"f(n) est une série alternée
convergente.

Soit R le rayon de convergence de la série entiere. Comme la série de terme général f(n) diverge cela
signifie que 1 n’est pas dans le disque de convergence sinon

> ror

n=0
Convergerait, cela entraine que R > 1
Comme la série de terme général (—1)™f (n) converge, cela signifie que —1 est dans le disque de
converge donc R < 1, en effet
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Y 1" < +oo
n=0

Allez a : Exercice 22

Correction exercice 23.
1. Ona0 < sin(u) < u pour u > 0 donc

1
O<nsin(—)<nx—=1
n n

()" > ran(3) o

b
. . (1" . - " , .
Cela montre que le terme géneral (n sin (;)) est majoré par le terme général d’une série convergente,

Par conséquent

Puisque n? > n®

cette série converge.

G = (50 (3) ) = 1w (2)

Il faut faire le développement limité de sin (%) a un ordre suffisant parce que 1’on va d’abord multiplier
par n puis par n et a la fin on veut un développement limité a un ordre strictement supérieur a 2.

ln(u)—n”n(nsin(l))—naln n l—i+o<i) =n%In 1—L+0(i)
ne n)) n  6n3 nt/)) | 6n2 n3
1 1 1 1
=n'( g to(5)) = g o ()

Commea < 2,2 —a = 0, ce qui montre que In(u,,) tend vers 0, et que donc u,, tend vers 1 # 0, la
série ne converge pas.

/1 1 1 1 1 1
ln(un) = Tl2+6 In (n Sin (;)) = T’lz-l-E In (Tl <E - ﬁ + o0 (F))) = Tl2+e In (1 - W +o0 <$>>
1 1 n¢ 1
= (‘m +o (ﬁ)) =% +o(=)
n¢ 1 n¢ 1
u, = exp _Z + o0 <n1‘6> = exp <_Z) expl| o <n1‘6>

)) — 1, ce qui montre que

1—¢€ > 0donc

nl—e nl—E

né
U, ~ exp (— z)

En utilisant les régles de Riemannavec a =2 > 1
lim n?u, = lim n?exp (— n—e> =0
n—-+oo n—-+oo 6
Ce qui montre que la série de terme général u,, converge.
On vient de montrer que la série de terme général u,, était convergente si 2 < a < 3 et a la premiére
question on a montré qui si la série convergeait pour a alors elle convergeait pour b > a, elle converge
donc pour tout a > 2.

— 0 et alors exp (o ( !

Allez a : Exercice 23

Correction exercice 24.
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1 1 i
Uy = fo T2 dx = [arctan(x)]} = arctan(1) — arctan(0) = -

b) x2+1 = 1donc

in xZn_ o
0S1+x2ST_X
Puis en intégrant entre 0 et 1
1 ,2n 1 . 2+l 1
OSL 1+x2dx£jox dx = 2n+1L=2n+1
2.
a)
1x2(n+1) 1 x2n 1x2n+2 +x2n 1(1+x2)x2n 1 -
u”+1+u”=,[0 1+x2dx+j0 1+x2dx=jovdx=fo de=fox dx
1
S 2n+1
b)

n n (_1)k n n n
D= o= D D e 1) = ) (DA + ) (~DFu
k=0 k=0 k=0 k=0 k=0

Dans la premiere sommeonpose k' =k+1,k=0=>k' =letk=n=k'=n+1

n+1 n

n
D ve= ) D g+ Y (DR
k=0 k'=1 k

=0
On remplace k' par k dans la premiére somme

n n+1 n
D ve= Y D+ ) (D
k=0 k=1 k=0
n n

=Dy, + ) DR + (D% + ) (—DFu
) kzl ] 0 kZl )

n n
= (D Mty g+ ) (DR e+ ) (— DAy
k=1 k=1

n n

T

= (=D™up4q +up + Z(—l)k_luk - z(—l)k_luk = (—D™up4q + 1
k=1 k=1

Il ne reste plus qu’a remarquer que u,, tend vers 0 pour montrer que

Allez a : Exercice 24
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Suites de fonctions

Exercice 1.  Convergence uniforme
Etudier la convergence uniforme des deux suites de fonctions définies sur [0,1] par :

-X 2
1. vn=>1,f(x) = nen;x
2. vn=1,g,(x) = 1+nxn

Allez a : Correction exercice 1

Exercice 2. Autre outil pour la convergence uniforme
Etudier la convergence uniforme de la suite de fonctions définies sur R* par :
vn>0,Va =0, f,(x) = n%xe ™
Allez a : Correction exercice 2

Exercice 3.  Convergence uniforme et dérivation
sin(nx)
Vn
vers une fonction f dérivable et constater que la suite (f,,),en* NE CONVerge pas.

2. Soit f,: R — R définie par f,(x) = /xz +%

Montrer que chaque f;, est de classe C* et que la suite (f,,),en+ CONverge uniformément sur R vers une
fonction f qui n’est pas C?.
Allez a : Correction exercice 3

1. Soit la suite de fonction f,,(x) = sur [Og] Montrer que la suite (f;,),en+ cONverge uniformément

Exercice 4.  Convergence uniforme sur un ouvert
On pose f,,(x) = e ™™ sin(nx) avec x € R*. Etudier la convergence uniforme de la suite de fonctions
(fr)nen Sur R* puis sur [a, +oo[ avec a > 0.

Allez a : Correction exercice 4

Exercice 5.  Convergence simple vers une fonction discontinue
Etudier la convergence, eventuellement uniforme, des suites de fonctions définies par :
a) fn:[0,1] » Ravec f,(x) = x™
b) g.:[0,1] » Ravec g, (x) = —
c) h,:R - Ravec h,(x) =

Allez a : Correction exercice 5

nx+1
1

(1+x2)n

Exercice 6.  Un cas pathologique
Soit (f;,)nen+ Une suite de fonction définies par :

(0 pour x<0

1
£.0x) = nx pour 0<x<-—

S

I1 >1
k pour x>

1. Faire une figure pour quelques valeurs de n.

2. Déterminer la limite de (f;,) nen+ quand n tend vers I’ infini.

3. Préciser si la convergence est uniforme dans les trois cas suivants :
e Sur]—oo,0].
e Sur un segment contenant 1’origine.
e Sur[a,+o[oUa > 0.



Allez a : Correction exercice 6

Exercice 7. Convergence uniforme et intégration
Soit f,,: [0,1] - R définie par :
1
2 _ —
£.(x) = {n x(1 —nx) pour x € [O,n]
0 sinon
1. Etudier la limite simple de la suite (f;,)nen-

2. Calculer:

fo e

Y a-t-il convergence uniforme de la suite de fonction (f,,)nen ?
3. Etudier la convergence uniforme sur [a, 1] avec a > 0.

Allez a : Correction exercice 7

Exercice 8.  On considere la suite de fonctions réelle définies par
X
x) = ——+ arctan(x), n € N*
fal) = —— )

Cette suite est-elle ?
1. Simplement convergente sur [0,1] ?
2. Uniformément convergente sur ]0,1] ?
3. Uniformément convergente sur [a, 1] (a € ]0,1[) ?
4. Uniformément convergente sur [1, +oo[ ?

Allez a : Correction exercice 8

Exercice 9.  On considere la suite de fonctions réelles définies par
nx
1+nx

In(x) = , mneN*

Cette suite est-elle ?
1. Simplement convergente sur [0,1] ?
2. Uniformément convergente sur ]0,1] ?
3. Uniformément convergente sur [a, 1] (a € ]0,1[) ?
4. Uniformément convergente sur [1, +oo[ ?

Allez a : Correction exercice 9

Exercice 10. On considere, pour tout n € N, les fonctions f,,: [—1,1] — R définies par
£ (x) = sin(nx?) e~
1. Montrer que la suite (f;,)nen COnverge simplement sur [—1,1] vers une fonction f que I’on
déterminera.
2. Montrer que (f;)nen Ne converge pas uniformément vers f sur [0,1].
3. Montrer que Va € ]0,1[, (f;,)nen COnverge uniformément vers f sur [a, 1].
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Allez a : Correction exercice 10

Exercice 11. Soit (f;,),en la suite de fonctions définies sur [0,1] par

) = 2"x
) = e

1. Etudier la converge simple de cette suite sur [0,1].

2. Pour n € N*, calculer

I = f Ot

Et la limite de I,, lorsque n - +oo.

3. Endéduire que la suite (f;,),,eny n’est pas uniformément convergente sur [0,1].

Allez a : Correction exercice 11

Exercice 12. Soit (f;,)nen+ 1a suite de fonctions définies sur [—1,1] par

X
R =15

1. Montrer que (f;,)nen+ cOnverge uniformément sur [—1,1] vers 0.
2. Etudier la convergence de (f;;)nen SUr [—1,1].
3. On considere la suite (g,)nen+ définie sur [—1,1] par
In(1 + n?x?)
2n?

Montrer que (g, )nen+ CONverge uniformément sur [—1,1] vers 0.

gn(x) =

Allez a : Correction exercice 12

Exercice 13.
Etudier la convergence simple et uniforme de la suite de fonctions (f,,) définies par :
fu:10,1] > R
xHx+L+...+L:Zn:L
1+x (1+x)" k=0(1+x)k

Allez a : Correction exercice 13

Exercice 14.

Etudier la convergence simple et la convergence uniforme de la suite de fonctions (f,,) définies par :

fu:R* > R
xn
R (1_5) si x€[0,n]
0 si x>n

Allez a : Correction exercice 14

Corrections



Correction exercice 1.
1.

ne™ + x?
. — 3 —_— -
Vx € [0;1]I nl—l)r-ll:loo fn(x) nl_l)rlloo n+x €

La suite de fonctions (f,,) converge simplement vers f: x —» e™*

ne™+x> e*(m+x)—(me*+x?) xe*—x*> x(e™*—x)

fO) = fulx) =™ —

n+x n+x n+x n+x

Soit on essaye de calculer le sup de la valeur absolue de cette fonction sur I’intervalle [0,1], ce qui ne
s’annonce pas joyeux parce que la principale méthode est d’étudier la fonction, ou bien on cherche a
majorer la valeur absolue de cette différence par une expression ne faisant plus apparaitre de « x » en

sachant que x € [0,1]

<

If (%) = fu(0)| =

e‘x—x|

x(e™ — x)‘

n+x

n+x

Carx € [0,1]

e X—x| le*|+|-x] e*4+x 141 2
@ - ful =[S < =L o

n+x In+x] n+x n+0 n
Care*<1let— < —
n+x n+o0

On en déduit que
2
sup |f(x) = fu() <=—-0
x€[0,1] n

La suite de fonctions (f,,) converge uniformément sur [0,1] vers la fonction x — e ™.

Allez a : Exercice 1
2.

vx € [01], lim £,(x) = li n _ 1!
x €01} m ) = i e T D T x4 1

La suite de fonction (f;,) converge simplement sur [0,1] vers x — ﬁ

B n _I+n(x+ D —nlx+1) 1
x+1 1+n(x+1) (+D(A+nkx+1)  (x+DA+nkx+1)

f) = fulx) =

Aucune majoration claire en vue, on va étudier (en vain ou presque) la fonction g, (x) = |f(x) — f,, ()|
1 1
(x+1)(1+n(x+1)) :x+1+n(x+1)2 >

1+2n(x+1)
C(+1+n(x + 1)?)2

0

gn(x) =

gn(x) =

Cette fonction s’annule pour

1 2n+1
W= T T,
Soit
1
Xpt+1= o
Le maximum de cette fonction est donc en x,, = —% et vaut

4



1 1 1 1

gn(xn)zxn+1+n(xn+1)2= 1 1 Zz_i izzzém
7 n(—%) mtan
Le maximum tend vers 1’infini et donc il n’y a pas de convergence uniforme.
Si on n’a rien vu c’est parfait, sinon
1 1
gn(x) = x+D(1+nx+1) T x+1+n(x+1)?

Donc

gn< 1 ): 1 _ 1 _ n+1 S 4o

nHl nL-I-l(l-an%l-l) n11(1+n%ﬂ) 1+n21

Comme

1
sup |f(x) = £,(x)] = sup g,(x) = g, <—) - 400
x€[0,1] x€[0,1] n+1
Cela montre qu’il n’y a pas convergence uniforme.

Allez a : Exercice 1

Correction exercice 2.
Six > 0 alors
dim f,() =0
Car I’exponentielle I’emporte sur le n%
Six=0alorsf,(0) =0
La suite de fonction converge simplement vers la fonction nulle O+
Etude de |f;, — Og+| = f,, sur R
fn’(x) = n%e X _ na+tlyo—nx — nae—nx(l _ nx)

La dérivée est positive pour x € [0%[ nulle en % et négative pour x € E +oo[

. 1
Donc f, admet un maximum en x, = —

n na—l

1 _n
fu(xy) = n“; e n=

e
Sia > 1alors

na—l

sup |f, (x) — O+ ()| = fulxn) =
xeR* e

Ne tend pas vers 0 donc la suite de fonctions (f;,) ne converge pas uniformément vers Qp+.
Sia < 1alors

a—-1
-0
e

sup [ (x) = O (¥)] = £ () = —

xeRT

Donc la suite de fonctions (f,,) converge uniformément vers Qp-+.

Allez a : Exercice 2
Correction exercice 3.



1. Pourtout x € [0, g]

~ sin(nx)
lim =

n—+oo \/ﬁ

La suite de fonction (f;,) converge simplement vers 9[0 z] la fonction nulle sur [0, %] cette fonction est
2

évidemment dérivable.

n sin(nx)

7n = +/n sin(nx)

fa(x) =

Sauf pour x = 0 la suite (f;,;) n’a pas de limite.

Allez a : Exercice 3
2.

1
lim |x2 +ﬁ= Va2 = |x]|

n-+oo

La limite simple est f(x) = |x|

Puis on cherche a montrer qu’il y a convergence uniforme

1 1
1 1 </x2+ﬁ_|x|><’x2+ﬁ+|x|> x2+l2—x2
x2+—=—Ix||= [x2+=—Ix|= = L
n n 1 1
fx2+—2+|x| /x2+—2+|x|
n n

1 1
=—Xn=-
n? n

1 1

_ nZ < nZ
1 1
/x2+ﬁ+|x| /O+F+0
o x| <+
sup| [x2+—=—|x]|| <—
xe]}g n? n
_ 1
lim sup| |[x*+——|x|[=0
n-+00 yeR n

La suite de fonction (f;,) converge uniformément vers f(x) = |x|, fonction qui n’est pas dérivable en 0

Par conséquent

Et enfin

donc qui n’est pas de classe C* sur R.

Allez a : Exercice 3

Correction exercice 4.

Six > 0 alors
lim f,(x) =0
n—-+4+oo
Car I’exponentielle I’emporte sur le n%

Six=0alors f,,(0) =0



La suite de fonction converge simplement vers la fonction nulle O+
Etude de f,, sur R*

fn(x) = ne™™ cos(nx) — ne ™ sin(nx) = ne ™ cos(nx) (1 — tan(nx))

La on voit que I’on ne va pas s’en sortir, alors que

fn <%> = e~ 1sin(1)

sup | f,,(x) — Op+(x)| < 1, (%) = e Lsin(1) # 0

xERT

Donc la suite de fonctions (f;,) ne converge pas uniformément vers Op+.

Sur [a, +oof, la suite de fonctions converge simplement Vers (g ;.o

Comme sur R* I’étude de la fonction ne va rien donner mais une simple majoration va nous permettre de

conclure

|£,(0) = O[g +00[(¥)| = e [sin(nx)| < e™™* < 7@

Donc

sup [lfn(x) - E')[a,+oo[(x)| <e -0

x€[a,+o

On en déduit que la suite de fonctions (f,) converge uniformément vers [ 4co[-

Allez a : Exercice 4

Correction exercice 5.

a)

b)

Six € [0,1] alors x™ tend vers 0 et si x = 1 alors x™ = 1, ce qui montre que la suite de fonction

converge simplement vers la fonction f définie par

_ (0 si xe€][0,1]
o) = {1 si x=1
Si la convergence de la suite de fonctions continues (f,,) convergeait uniformément vers f alors f serait

continue, ce qui n’est pas le cas par conséquent la convergence n’est pas uniforme.

Six €]0,1]
nx

lim =
n-o+oonx + 1

Six=0alors g,(0)=0
Ce qui montre que la suite de fonction converge simplement vers la fonction g définie par

()_{O si x=0
X =11 si x€]01]

Si la convergence de la suite de fonctions continues (g,) convergeait uniformément vers g alors g
serait continue, ce qui n’est pas le cas par conséquent la convergence n’est pas uniforme.

Six#0alors1+x2>1et
lim ; =0
no+oo (1 + x2)n
Six=0alorsh,(0) =1

Ce qui montre que la suite de fonction converge simplement vers la fonction h définie par



_ (0 si x#+0
h(x)_{1 si x=0

Si la convergence de la suite de fonctions continues (h,,) convergeait uniformément vers h alors h serait
continue, ce qui n’est pas le cas par conséquent la convergence n’est pas uniforme.

Allez a : Exercice 5

Correction exercice 6.
1.

N

[REN

(o)
o iR

() <
N

(=]

(o) <
No NS

(]

-1,5 -1 -0,5 0 0,5 1 1,5 2

0-2
Uz

Courbespourn =1,n=2etn =10

Six<0,/,,(x) =0-0
Six > 0, il existe n, tel queni < xetpourtoutn >ng fr(x) =1-1
0

Donc la suite de fonction (f;,) converge simplement vers la fonction f définie par

_ (0 si x<0
f(x)_{1 si x>1

3. Sur]—oo,0[ la suite de fonctions (f;,) converge simplement vers 0y_q o[
Comme
fo () = B)_co0(x) = 0
La convergence est uniforme
Sur un segment contenant 1’origine la suite de fonctions (f;,) converge vers une fonction qui est nulle si
x < 0 etquivaut 1 pour x > 0, ¢’est-a-dire une fonction discontinue or les fonctions f;, sont continues,
en x = 0 les limites a gauche et a droite valent 0 et en x = 1 les limites a gauche et a droite valent 1, il
n’y a pas convergence uniforme.
Sur [a, +oo] la suite de fonctions (f,,) converge simplement vers la fonction f qui vaut 1 pour tout
x=a
Comme
o) = fx)=1-1=0

Il'y a convergence uniforme.



Allez a : Exercice 6

Correction exercice 7.
1. Pour x € ]0,1], il existe n, tel que ni < x, alors pourtoutn > n, f,(x) =0-0
0

Pour x = 0 alors £,(0) =0
Donc la suite de fonction (f,,) converge simplement vers ©g q].

2.
1 n % t2  nt3n 1 n 1 1
= 2 —_ = 2 —_ 2 = 2 —_——_—— = 2 —_— = e ——
fofn(t)dt font(l nt)dt nfo(t nt?)dt =n 5 3], n(2n2 3n3> 773
_1
6

S’il y avait convergence uniforme de la suite de fonctions (f,,) on aurait
1 1
Jim [ fi@ade = [ o =0
Ce qui n’est pas le cas, donc il n’y a pas de convergence uniforme de la suite de fonctions (f;,) vers
@[0,1].
3. Sur [a, 1] la suite de fonctions (f;,) converge simplement vers O, 47, pour tout n > % Sa> % , et pour

tout x € [a, 1], f,,(x) = 0 donc
fn(x) - G)[a,l](x) =0
Donc il y a convergence uniforme.
Allez a : Exercice 7

Correction exercice 8.
1. Pour tout x € [0,1]

lim f,(x) = arctan(x)
n—-+oo

La suite de fonctions (f,,) converge simplement vers la fonction arctan sur [0,1].
2. La suite de fonctions (f,,) converge simplement vers la fonction arctan sur ]0,1].

|fn(x) — arctan(x)| = ———

On peut étudier cette fonction (x — xi—n) sur ]0,1], on voit qu’elle est croissante et qu’elle atteint son

maximum pour x = 1 et alors

xz%%] |fr(x) — arctan(x)| = 1 0
Pour en déduire qu’il y a convergence uniforme sur ]0,1]
Ou alors on peut majorer de fagon a éliminer les « x »
X 1 1
|fn(x) —arctan(x)| = porn < por < -

Ainsi
1
sup |f,(x) —arctan(x)| <——-0
x€]0,1] n
Pour en déduire qu’il y a convergence uniforme sur ]0,1]
3. Lasuite de fonctions (f;,) converge simplement vers [a, 1] vers arctan sur [a, 1].
On peut faire les deux raisonnements de la question ci-dessus

|fn(x) — arctan(x)| =

X+n



On peut étudier cette fonction (x — ﬁ) sur [a, 1], on voit qu’elle est croissante et qu’elle atteint son

maximum pour x = 1 et alors

1
sup |fn(x) —arctan(x)| = -0

x€la,1] 1+n
Pour en déduire qu’il y a convergence uniforme sur [a, 1]
Ou alors on peut majorer de facon a éliminer les « x », attention ici, il y a une petite nuance
1 1
< <
x+n x+n a+n

|fn(x) — arctan(x)| =
. . . . 1
Mais on aurait aussi pu majorer par .
Ainsi

-0

su x) — arctan(x)| <
sup 1) 0 < ——

Pour en déduire qu’il y a convergence uniforme sur [a, 1]

4. Pourtout x € [1,+oo[

lim f,(x) = arctan(x)
n-+oo

La suite de fonctions (f,,) converge simplement vers la fonction arctan sur [1, +oo].
— t —
[fo(x) — arctan(x)| = ——

La, on va avoir un probléme pour majorer cette expression indépendamment de x par une expression qui
tend vers 0.
Montrons qu’il n’y a pas convergence uniforme, prenons x,, = n

n
su (x) — arctan(x)| = |f,,(x,) — arctan(x,)| = =—
s (O 2 Ifa (o ()l = —— =3

Ce sup ne peut pas tendre vers 0, il n’y a pas convergence uniforme.
Allez a : Exercice 8

Correction exercice 9.
1. Pour tout x € ]0,1]
lim g,(x) =1

n—-+oo

Il faut bien distinguer le cas x # 0 (c’est la limite des termes de plus haut degré) et le cas ou x = 0,
auquel cas g,,(0) =1
La suite de fonctions (g,,) converge simplement vers la fonction g constante a 1 sur [0,1]

19(x) (x)|—|1 nx |_|1+nx—nx|_ 1
9 In N 1+ nx! 1+ nx T 14 nx

Etude de la fonction x — Tlnx sur ]0,1], sa dérivée est — —— < 0 la fonction est décroissante, donc

(1+nx)?

S = lim
xe}lo?l] 1+nx x-014+nx
Cette expression ne tend pas vers 0 donc il n’y a pas convergence uniforme sur ]0,1].
Autre méthode

1 1 1 1
sup 1969 = 6,01 2 |9 () = 9 (3)| = —737 = 3

x€]0,1] n n 1+n (_)
n

Donc le sup ne peut pas tendre vers 0 et il n’y a pas convergence uniforme sur |0,1]
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3. Lasuite de fonctions (g,,) converge simplement vers la fonction constante égal a 1. Reprenons 1’étude
de la fonction

lg(x) = gn ()] =
Elle est décroissante donc elle atteint son sup pour x = a

1+ nx

1
Su X) — X)| =
sup 1900 = ga ()] =

Dans ce cas il y a convergence uniforme de la suite de fonction (g,,) vers la fonction constante égal a 1.
4. La suite de fonctions (g,,) converge simplement vers la fonction constante égal a 1 sur [1, +oo[.
Reprenons I’étude de la fonction

lg(x) = gn ()] =
Elle est décroissante donc elle atteint son sup pour x =1

1+ nx

-0

sSu X) — X)| =
sup 1900 = 90| = 5

Dans ce cas il y a convergence uniforme de la suite de fonction (g,,) vers la fonction constante égal a 1
sur [1, +ool.
Allez a : Exercice 9

Correction exercice 10.
1. f,(0) =0 - 0etpourtoutx # 0

lim fo(x) =0
n—->+oco
Donc la suite de fonctions (f;,) converge simplement vers 0[_; 1]
2. la suite de fonctions (f,,) converge simplement vers 0 1}, I’étude de la fonction n’a rien de réjouissant

N .. . 1
a priori, prenons la suite x,, = =

sup |fn(x) - 8[0,1](x)| = sup |sin(nx?) |e‘""2 > Isin(nx%)le‘”x% = |sin(1)|e~
x€[0,1] x€[0,1

1

Ce sup ne peut pas tendre vers 0, il n’y a pas convergence uniforme sur [0,1].
3. lasuite de fonctions (f,,) converge simplement vers 04 17,
|fn(x) — G)[a,l](x)| = |sin(nx2)|e‘""2 < g < gna?

Donc

sup |f,(x) = Opq ()] < e™ - 0

x€la,1]
La suite de fonctions (f,) converge uniformément vers O, 17 sur [a, 1].
Allez a : Exercice 10

Correction exercice 11.
1. Pour tout x € ]0,1]

2x 2% 1 )
~ = —
1+ 2"x? 2"'mx? nx
fn(o) =0

La suite de fonctions (f,,) converge simplement vers ©[q 13 sur [0,1]

1

Loy 1
I, = f ———dx = [Eln(l + Z”nxz)]

o 1+ 2"nx 0

1
=—In(1+ 2™n)
n

= %m(zn(z-” + n))
11



= %(m(z”) +1In(27™" 4+ n))
= %(n In(2) + In(27™ + n))

1
=1In(2) + Eln(Z‘" +n)

=1In(2) + %ln (n (271: + 1))

1 1 27"
=1In(2) + —In(n) + —In (— + 1)
n n n
1 27" 1 2™
—1n<—+1>~—><——>0
n n n n
In(n)

n

-0
Donc

lim I, = In(2)
n—+oo

3. Si la suite de fonctions (f,,) convergeait uniformément vers 0, ;] on aurait

1 1
lim f fn(x)dx = f Op0,11(x)dx =0
n=>+e Jo 0

Ce qui n’est pas le cas donc la suite de fonctions ne converge pas uniformément sur [0,1].
Allez a : Exercice 11

Correction exercice 12.

1. Avant la convergence uniforme il faut montrer que la suite de fonctions (f,,) converge simplement vers
011,11 fn(0) = 0 — 0 et pour tout x # 0 la limite de f,(x) est bien nulle, tout va bien.

On ne voit pas de majorations simple qui permettrait de majorer |fn(x) =011 (x)| par une expression
indépendante de x qui tendrait vers 0, on va donc étudier la fonction

|x|
hn(x) = |f,(x) — O 11 (0)| = 15 n2a?
La fonction étant paire, on va faire 1’étude sur [0,1] ainsi on se débarrasse de la valeur absolue.
x
n () = 1 + n2x2
) 14+ n%x? — x X 2n’x 1 —n?x?
ha(x) = 2422 = 2422
(1+n2x2) (1 + n2x2)
X 0 1
n
1
hy, (x) + 0 —
e / - \
2n 1
0 1+n?
On en déduit que le sup de

1
sup ]lfn(x) - @[—1,1](x)| = m -0

x€[-1,1
La suite de fonctions (f;,) converge uniformément vers ©[_, 13 sur [—1,1].
2. Enréutilisant le calcul ci-dessus
1 — n?x?

fa(x) = m

Pour tout x # 0

12



n?x?

nl—lgloofn (x) - nl—lgloo (n2x2)2 =0
Pour x = 0, f,,(0) = 1 donc la suite de fonctions (f;,) converge simplement vers la fonction f définie
par :

et si x=0
f(x)_{O si x#0

Ce qui permet de dire que la convergence de la suite de fonctions continues (f,,) ne converge pas
uniformément sinon la limite simple serait continue ce qui n’est pas le cas.
3. Calculons g, (x), pour voir.
1 2n’x x

4 = X = =
gn(x) 2n2 7 1+ n2x2 1+ n2x2 fn ()

Ah bah ca alors quelle surprise !
La suite de fonctions (gy,) converge uniformément sur [—1,1]. Pour x, = 0 g,,(0) = 0 donc la suite de
terme général g,,(x,) converge simplement car la suite de fonction (f;,) converge simplement vers
O[-1,1], on en déduit d’apres le théoreéme de dérivation que la suite de terme géneéral (g,,) converge
uniformément vers ©_; q].

Allez a : Exercice 12

Correction exercice 13.

n 1 k
ﬁJX):x§S<1+x>
k=0
Si— # 1 x % 0alors
1+x
1 n+1
(x) = 1"(1-+x) _(4 ( 1 >”+1 x(1+x) ) ( 1 )”*1 x(1 + x)
fulx) = x -1 1+x 1-(1+x) 1+x —x
1+ x
n
:1+x_<1+x)

Commel+x>0
lim f,(x) =1+x
n—+oo
Six=0
fn(0)=0-0
La suite de fonctions (f,,) converge simplement vers la fonction f définie par :
0 si x=0
fx) ={1+x si x €]0,1]
Les fonctions f,, sont continues, si la convergence était uniforme la fonction f serait continue or f n’est
pas continueen x = 0
Allez a : Exercice 13

Correction exercice 14.
Convergence simple
Pour tout x il existe n, € N tel que n, > x donc pour tout n > n,, x € [0,n], il faut donc trouver la limite

5. . 2\
lorsque n tend vers 1’infini de (1 - ;)
(1 — f)n = enln(l—%) = en(—%ﬂ)(%)) = g~ ¥t0(1) _; p—x

n
La suite de fonction (f;,) converge simplement vers f définie sur R* par f(x) = e™*

Convergence uniforme
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vx € [0,n], f(x) — f,(x) =™ — enln(l_%) — e X (1 — e"m(l‘%)“‘)
On pose
In(x) = nln(l — %) +x

1 X X
gn(x) =n X _ﬁ+1= 1 +1=_1+(1_ﬁ)= n_ "X
" 1% 1% 1% 1-% n—x
n n n n
X 0 n
gn(x) -

gn(x) | 0 \\\\\\\\ﬁs

Donc pour tout x € [0,n[, g,(x) < 0, ce qui montre que

f) = fi(x) =e*(1—e9®) >0
On pourrait se passer d’avoir montré cela.
On pose h,(x) = f(x) — f,(x) et on va chercher les extrémums de cette fonction continue et dérivable
sur le fermé borné [0, n], ces extrémums sont soient sur les bords en h,(0) = f(0) — f,(0) =1—-1 =
0, ¢’est un minimum, soit en x = n, h,(n) = f(n) — f,(n) = e™™, soit en un point ou la dérivée est

nulle.
o =) () = ()

Supposons qu’il existe x,, € [0,n] (ce qui impose que 0 < %" < 1 tel que hy,(x,) = 0, rien n’est moins

n-—1

sar, il se peut que ce x,, n’existe pas (par exemple si h;,(x) garde un signe constant) soit que ce x,, soit
supérieur a n, mais peu importe.

h(x,) =0 —e, " + (1 —%n)n_l =0oe, ™= (1 - %")n_l
Puis calculons h,, (x;,)
i) = £ — i) = e = (1=3)" = (1-3) " = (1-3)’
n-1

Deux cas se présentent

e Soit
le x'l'l
0<1-<M<lol-M<<M
n n
Dans ce cas
. xn n-1 .
Jim (1-3) =02 lim haCe) =0
e Soit
1—x—n—>1=}x—n—>0
n n
Dans ce cas
. _ . xn xn n_l_
Jim haGen) = lim SH(1-21) =0

Dans tous les cas, que x,, existe ou pas le maximum éventuel tend vers 0

Et pour tout x = n, comme f,,(x) =0
lf(x) = fu)=e™* <e™
Finalement
sup |[f (x) — f(x)| = max(hy(x,),e™) - 0

x€ERT

Allez a : Exercice 14
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Séries de fonctions

Exercice 1.
On considére la série de fonctions
+00
>
n=0

1. Etudier la convergence simple de cette série sur [0,1].
2. Etudier la convergence uniforme de cette série sur [0,a] ot a € ]0,1[.
3. Etudier la convergence uniforme de cette série sur [0,1].

Allez a : Correction exercice 1

Exercice 2.
On consideére la série de fonctions

i e ™ sin(nx)
In(n+ 1)

1. Etudier la convergence simple de cette série sur ]0, +oo].
2. Etudier la convergence uniforme de cette série sur [a, +oo[ ou a > 0.
Allez a : Correction exercice 2

Exercice 3.  Etudier la convergence simple et la convergence normale de la série de fonction Y f;, dans les cas
suivants :

xn

1. frlx) = o sur [0, +oo[, puis sur [0,1], puis sur [0, a] avec a € ]0,1].
2. fulx) = n3x+2x3 sur [0, +oo[, puis sur [0, a] avec a > 0.
3. fux) = ngjxs sur [0, 4oo].

Allez a : Correction exercice 3

Exercice 4. On considere la série de fonctions

Dhooavee fio=

n=1
Etudier la convergence simple de la série sur R.
Montrer que cette série est uniformément convergente sur R.
Montrer qu’il n’existe aucune partie de R* sur laquelle cette série est normalement convergente.
4. Montrer que cette série est continue.
Allez a : Correction exercice 4

(=D"x?
x*+n

wp e

Exercice 5.  Montrer que la série de fonctions de terme général

—nx?

() = ()"

est continue sur R.
Allez a : Correction exercice 5

Exercice 6.
1. Montrer que la série de fonctions Y.;7_;

X - , - N
Znayz Converge uniformément sur tout intervalle [—a, a] ol

a>0.
2. Montrer que cette série est continue sur R.



3. Montrer que la série de fonctions Y5, oz est dérivable sur R.
Allez a : Correction exercice 6

Exercice 7. Montrer que la série de fonctions

oo

Z e " sin(n’x)

n=0
Est dérivable.
Allez a : Correction exercice 7

Exercice 8.  On considere la série de fonction }.,,51 f,, avec

£ = sm(nx)

1. Montrer que cette série converge pour tout x € R.
2. Montrer que f(x) = Yns1 fn(x) est une fonction continue.

3. Montrer que
m 1
Y
Jof(X)dx 2. @n -1

4. Montrer que

. cos(nx)
Vx € R, f (x) = ZT
nz1
5.
f <§: cos(nx)) B = (="
3
o] P 2n+1)
Allez a : Correction exercice 8
. . . . . P _ (="
Exercice 9.  Soit une suite de fonctions réelles définies sur [0,1] par f,(x) = DD

1. Montrer que la série de fonctions associée converge simplement vers une fonction f.
2. Montrer que cette série de converge uniformément sur [0,1].
3. La série converge-t-elle normalement ?

Allez a : Correction exercice 9

Exercice 10.
1. Soit f la fonction définie par :

‘o ke—kx
— -1 k+1
) = ) (DM
k=1
Déterminer le domaine de définition D de f et montrer que f est continue sur D.

2. Soit g la fonction définie par :
—kx

+00
e
= —1)k
90 = ) (~DF
k=1
Déterminer le domaine de définition D’ de g et montrer que g est de classe C* sur D'.
Allez a : Correction exercice 10

Exercice 11.
Soit f,,(x) = (—1)"% pour x un réel positif.



1. Montrer que la série de fonctions Y f,, converge simplement vers une fonction f sur [0, +oo.
2. Montrer que la série de fonctions Y. f,, converge normalement sur [a, +oo[, a > 0. Ce résultat reste-t-il
vrai sur [0, +oo[ ou sur |0, +oo.
3. Montrer que Y. f;, converge uniformément sur [0, +oo[.
Allez a : Correction exercice 11

Exercice 12. Continuité
Montrer que les fonctions suivantes sont définies et continues :

+oo

1
: —_— R
fix e Z n? + sin(nx) sur

n=2
+ oo
cos(nx)
gix e —— surR
n
n=1

+ o0

—1)n
h:tz( ) sur R**

nx+1
n=0

Allez a : Correction exercice 12

Exercice 13. Dérivation
Soit f,,(x) = % avec |0, +oo|.

1. Montrer que la série de fonctions Y. f,, converge simplement vers une fonction f.
2. Montrer que

® (_1)n+1

B (n+x)?
n=0

f'(x)
Allez a : Correction exercice 13

Exercice 14. Limite
On fixe @ > 0 et on pose

RO =T et f() =) L)
n=0

1. Quel est le domaine de définition de f.
2. Continuité de f.

3. Etudier
lim f(x)
X—400

Allez a : Correction exercice 14
Exercice 15.

Montrer que :

f+°° sin(x) Dy = i 1
o e*—1 T Lnr
n=1

On pourra faire intervenir la série de fonctions (f,,) avec f,,(x) = e~ ™*D¥ sin(x)
Allez a : Correction exercice 15



Corrections

Correction exercice 1.
1. Pourtoutx € [0,1], x%? # 1

2 Zn_z( 2yn _ 1 (x2>”“ - _1x

, . . 1
Cette série de fonctions converge simplement vers la fonction S: x ~ —

2. Vx €[0,1],|x?"| < a?", or la série de terme général a®™ converge (voir 1.) donc la série de fonction de
terme général x2™ est normalement convergente sur [0, a] par conséquent elle converge uniformément
sur [0, al.

3. Supposons que cette série de fonctions converge uniformément sur [0,1] alors elle converge

. , .. . 1
uniformément vers sa limite simple S: x ~ T

—XZ
N
Z Z ol Z ol 1 1-— (xZ)N+1 B x2N+2
B 1—x2 Sl Bl 1—x? T 1—x2
n=0
On considére Ia suite de terme géneral
1
xN = 1 - ﬁ
2N+2 1 1
(1 _ %) o (2N+2) ln(l—%) e(2N+2)< N“’(N)) e e-2+0() N .
= = = _— (00
12 1_(1_2+L) 2_1 2N -1 2e
1- (1 — N) N T NZ N~ N2
Donc
2N+2
® N x2N+2 (1 — %)
sup ZxZ”—szn = sup > > > 400
xeloa] | 4= s xefoa[ |1 —x 1— (1 _ 1)
N

Ce qui montre qu’il n’y a pas convergence uniforme de la série de fonction de terme général x?™.

Allez a : Exercice 1

Correction exercice 2.
1. Onvaappliquer les régles de Riemannaveca =2 > 1
e ™ sin(nx)

2
n In(n+1) ~0

e ™" sin(nx)

In(n+1)
converge simplement.

Donc la série (numérique) de terme genéral converge, autrement dit la série de fonction de

e ™ sin(nx)

terme général f,: x

In(n+1)
2.
e ™sin(nx)| e ™|sin(nx)| e na
In(n+ 1) Inn+1) ~In(n+1)
On applique les régles de Riemannavec a =2 > 1

-na
2 e

n 1n(n+1)_)0

. - ;. ;. e~na
Donc la série numérique de terme général
In(n+1)
général f,, converge normalement sur [a, +oo[, ce qui entraine que la série fonctions de terme général f,
converge uniformément sur [a, +oo].

Allez a : Exercice 2

converge, par conséquent la série fonctions de terme



Correction exercice 3.
1. Sur[0,1[, x™ — 0 donc f,,(x) - 0
Six=1,£1) =
Si x € ]1,+oo[, x™ - +oo donc f,(x) » 1
Revenons a la série de fonctions de terme général f, :

e Sur[0,+oo[, il yades valeurs pour lesquelles f,,(x) ne tend pas vers 0 donc la série ne converge
pas simplement sur [0, +oo[,, donc elle ne converge pas normalement sur [0, +oo|.

e Sur[0,1],il yaunproblémeenx =1, f,(1) = % ne tend pas vers 0 donc la série ne converge

pas simplement sur [0,1],, donc elle ne converge pas normalement sur [0,1].
e Sur [0, a], pour tout x € [0,a] f,,(x) — 0 mais cela ne suffit pas a assurer la converge simple de

la série de fonctions de terme général f,, (avec f,,(x) > 0)
n

X
fn(x) = 1+ " ~x"

x™ est le terme général d’une série géométrique de raison dans |—1,1[ donc convergente, ce qui
entraine que la série numérique de terme général converge, autrement dit la série de fonctions de

terme général f,, converge simplement sur [0, a].
n

an

< =

1+x™ " 1+0
a™ est le terme général d’une série géomeétrique convergente car a € ]0,1[ donc la série de
fonction de terme général f,, converge normalement.

2. Six=0,f,(0) =0 - 0, lasérie nulle converge.

Six >0, f,,(x) -2

n3+x3
convergente avec « =3 > 1
Donc la série de fonction f;, converge simplement sur [0, +oo].
, 2x(n3 +x3) —x?x3x? 2nx3—x* x3(2n-—x)
fa () = (n3 + x3)2 - (n3 + x3)2 - (n3 + x3)2
Manifestement les fonctions f,, admettent un maximum en x = 2n (il faut faire un tableau de variation)
(2n)? 4n® 4

n

vx € [0,al], a

x? . . , , L .
~ ~3» ce qui est le terme général d’une série numérique de Riemann

2 = = = —
fa21) n3+(2n)> 9n3 9In
On adonc
4
sup || = f,(2n) = —
x€[0,+0o[ 9n

Il s’agit d’une série de Riemann divergente (¢ =1 < 1)

Donc la série ne converge pas normalement sur [0, +oo.

Sur [0, a] le maximum est en f,,(a) (au moins pour n assez grand)
a a

2 2
(@ =———s~—
Jn n3+a® nd

ce qui est le terme général d’une série numérique de Riemann convergente avec « = 3 > 1, par

conséquent elle converge normalement sur [0, a].
3. Six =0, f,(0) =0 - 0, lasérie nulle converge.
Six >0, f,(x) = n3ix3
convergenteavec o =3 > 1
Donc la série de fonction f;, converge simplement sur [0, +oo].
, n34+x3 —xx3x2 n3—2x3
fa () = (n3 + x3)2 ~ (13 + x3)2
Il est & peu pres clair que les fonctions f;, atteignent leur maximum la ou la dérivée s’annule, c’est-a-dire
pour

x . . 5 , . , - .
~ 3> ce qui est le terme général d’une série numérique de Riemann




x3 = n—@x—Z n
> —
1 1 4
1 2 3n 2°3n 273
fn<23n— 1\3 3 .  3n2
n3+(2 Sn) 2n
_4
GOl = =
su X
xE[O-II-)oo " 3712

Il s’agit d’une série de Riemann convergente avec a = 2 > 1, donc la série de fonction de terme général
f, converge normalement sur [0, +oo.
Allez a : Exercice 3

Correction exercice 4.

1. Six#0
2

X
|fn GOl ~—
n
. L ey . .
c’est insuffisant pour la convergence de la série, mais il s’agit d’une série alternée.

2
On pose g, (x) = v 0 lorsque n = +oo, pour un x fixé, cette suite est décroissante, d’apres le

2
TSSA, la suite numérique de terme généra oy

est nul, il y a convergence aussi.
2. |l faut utiliser le théoréeme du TSSA sur la majoration du reste
X

Rn(x) < |fn(X)] = gns1(x) = T
Il suffit de montrer que cette expression tend vers 0 indépendamment de x.
2x(x*+n+1) —x® x4x® 2x(=2x*+n+1)
(x*+n+1)? T (x*4+n+1)2
Les fonctions g,, sont positives, donc elles atteignent leur max quand la dérivée s’annule.

1
n+1 n+ 1\4
gé(x)zO@x‘*zT(:)x:( )

2

In1(x) =

2

1 n+1
<n+1)1 <( )) A VS S
In+1 = = -
Ce qui entraine que
V2 1

supR,(x) = —X -0

xgﬂg n( ) 3 Vn+1

Cela montre la convergence uniforme de la série de fonctions f;,.
3. Examinons la convergence normale sur un intervalle [a, +oo[ avec a > 0

Etudions la suite de fonctions
2

Ifn (Ol = gn(x) = Xt tn

L’étude de cette fonction a déja été faite au 2. en remplagant n + 1 par n
Sur [a, b], le maximun est
soit

Soit



a a
a*+n n
Soit
b? b?
b*+n n

. ¢z - . 1 .
Qui sont les termes généraux de séries divergentes avec a = > < 1eta = 1 < 1, ce qui montre que la

série de fonctions de terme général f,, n’est pas absolument convergente, sur un intervalle [a, b].
Pour les intervalles du méme type dans R~ cela ne change rien puisque les fonctions f,, sont paires.

4. Les fonctions f,, sont continues sur R, la convergente est uniforme sur R donc la somme est continue
sur R.

Allez a : Exercice 4

Correction exercice 5.

Il s’agit d’une série alternée mais le « (n + 1)3 » au dénominateur va permettre de montrer la convergence
normal sur R

2

el = <t L
= 13" m+ 1) s

1 r s R ;o . ‘- .
— est le terme général d’une série de Riemann convergente avec a = 3 > 1 donc la série de fonctions de

terme général u,, converge normalement sur R, donc uniformeément sur R, comme les fonctions u,, sont
continues la fonction somme est continue.
Allez a : Exercice 5

Correction exercice 6.
1.
X a a
< <—
(X2 _|_ n2)2 (xZ _|_ nZ)Z n4

— est le terme général d’une série de Riemann convergente avec &« = 3 > 1 donc la série de fonctions

Vx € [—a,al],

de terme général u,, converge normalement sur [—a, a], donc uniformément sur [—a, a].

2. Les fonctions x — (xz-f—nz)z sont continues, la série converge uniformément donc la somme est continue.

3. On appelle f, les fonctions

1
fa(x) =x2—+n2
fa(x) = =2 % GZ+nd)?

Les fonctions f;,, sont dérivables
La série de fonctions f,, converge uniformément sur tout intervalle [—a, a] (voir 1.)

La série numérique f,,(0) = % converge (c’est une série de Riemann avec a = 2 > 1)
Donc la série est dérivable en tout point de [—a, a] (donc sur R) et

+o0 ! +00
> ) =
x24+n2] (x%2 +n?)?

Allez a : Exercice 6

Correction exercice 7.
On pose f;,(x) = e ™sin(n?x), ces fonctions sont dérivable et £/ (x) = n?e~" cos(n?x)
La série numérique de terme général f,,(0) = 0 converge et enfin
()| < n?e™
n(ne™) =n*e ™ -0
7



La suite numérique de terme général n2e~" converge grace aux régles de Riemannavec o = 2 > 1

Cela montre que la série de fonctions f,, converge normalement sur R donc uniformément sur R.

Les trois conditions qui entrainent que la série de fonction de terme général f,, est dérivable sont réunies.
Allez a : Exercice 7

Correction exercice 8.
1.
sin(nx)

Vx € R, 3
n

S 3
1 o , L . .
Comme — est le terme général d’une série de Riemann convergente avec « = 3 > 1, on vient de

montrer que la série de fonctions de terme général f,, converge normalement sur R donc uniformément
sur R et par conséquent simplement sur R

2. Les fonctions f,, sont continues, elles convergent uniformément sur R donc f est une fonctions
continue.

3. La convergence étant uniforme sur [0, ] < R et les fonctions f;,, étant continues donc intégrables on a

f f(x)dx —f an(x) dx = f £.(0)dx _Z[ Sln(nx)

On calcule
fﬂ Smrglx) dx = %fnsin(nx) dx = nil cos(nx)l = —( cos(nm) +1) = —(1 - (=D
0 0

Selon que n est pair ou impair 1 — (—1)™ est nul ou vaut 2, on va couper la somme en deux

sm(nx) 1—(—1)" s 1— (=1 so1-— (=1 - 2
Zf dx =)~ =) 2p)* +p=0 2p+ D° :0+;(2p+1)4

nz1 nz1 p=1

Puisonposen=p+1,p=0=>n=1

Zf sm(nx) dy = z (Zn L

nz1

C’est bien I’égalité demandé.
4. Les fonctions f,, sont dérivables, f;, (x) = % la série de fonctions de terme général f,, converge

simplement il reste & montrer que la série de fonction de terme général f,, converge uniformément sur R
cos(nx)
nZ

Vx € R, <=
n

La série de fonction de terme général f,, converge normalement sur R donc converge uniformément sur
R, on peut appliquer le théoréme de dérivation des séries

Fa= Y fie =y 20
n=1 n=1

Remarque : il n’était pas nécessaire de montrer la convergence uniforme de la série de fonction de terme
général f,, sur R, sur un intervalle [a, b] cela suffit.

5. D’apres la question précédente
- cos(nx)
D = W)

n=1

g y (nx) gr +0osin(nz)
({32 r- Promeer@)-ro=r@)- 5 2

n=1

Donc



Pour les valeurs paires sin (n %) = 0 donc on va distinguer les valeurs paires de valeurs impaires

< sin (n %) ~ < sin (Zp %) <3 sin <(2P +1) 72T> sm(pn) <3 sin (pn + %)
D Y R Z (2p +1)? @R L+ )P

n=1 p=1

2 (=P sm Rk (—1)P
_O+Z 2p +1)3 :p=0(2p+1)3

Puis on pose n = p,

7 (< cos(nx) < =D
—fo (Z n2 )dx - (2n+1)3
n=0

n=1
Allez a : Exercice 8
Correction exercice 9.
1
1. Onpose gn(x) = Ifn (| = 50D
La série de fonctions de terme geénéral f,, est une série alternée, on va appliquer le TSSA
1
li =
noteo (n+ D(x + 1)
. 1 , . 5 \ o . ! H
La suite (—(n+1) (x+1))n est décroissante, d’aprés le TSSA la série de fonctions f,, converge simplement.
2. D’apres le TSSA le reste de la série vérifie
1 1 1
vx € 0,1}, R < = < =
€l IR@I< ) = N T D S DA D 2t 2)
Ce reste est majoré indépendamment de x et tend vers 0, cela montre que la série de fonctions f,,
converge uniformement.
3.

1 1 1
Sup @I = sup DG+ D - 2D 2n

La valeur maximum est atteint pour x = 1
—est le terme général d’une série Riemann divergente avec @ = 1 < 1 donc la serie ne converge pas

normalement sur [0,1].

Allez a : Exercice 9

Correction exercice 10.

1.

11 s’agit de trouver le sous-ensemble de R ou la série converge simplement,

Iorsque k — +oo il n’y a pas convergence.

L _1)k
Slx—Oalors|( 1) e

a =1<1,iln’yapas de convergence absolue mais la série est alternée

k
k
|( 1) k2+1 k2+1

k
™ ) est décroissante, on pose a(x) =

| ~ = qu1 est le terme général d’une série de Riemann divergente avec

-0

<0

X% +1-—xx2x 1—x2
@) = -

Il faut voir si la suite (k G202 (x241)2

2+1

pour x > 1, cela montre que la suite ( ™ ) est décroissante, d’aprés le TSSA la série numérique de

terme général (— 1)"

Six > 0 alors
—kx

k? +1
9

ke —kx
Skr1

‘( 1)"




2.

Avec les régles de Riemanneta =2 > 1
ke—kx k39—kx
k? x = 0
KZ+1 k241

Lorsque k — +oo, donc la série numérique de terme général (— 1)"

ke~

est absolument convergente

pour x > 0, autrement dit la série de fonctions de terme général (— 1)" converge simplement sur
10, +ool.

Conclusion : la série de fonctions de terme général (— 1)" converge simplement sur [0, +oo[ et
D = [0, +oo[.

On tenter une méthode qui va échouée
Montrons que la convergence est normal sur [a, +oo[ avec a > 0

ke—kx
(=D

k?+1
Avec les regles de Riemanneta =2 > 1

ke—ka
<
k2+1

k2 « ke—ka k3e—ka 0
= -
k?2+1 k*+1

, - , - 2 k
Lorsque k — 400, donc la série numeérique de terme general 2

—-ka

T est convergente ce qui montre que la

série de fonctions de terme général x — (— 1)" [a, +oo], et donc

uniformément sur [a, +oo], les fonctions x +— (—1)" e , la somme f est continue sur

[a, +oo, par conséquent la somme est continue sur |0, +oo[. L’ennui ¢’est que 1’on n’a pas la continuité
en 0.

—kx
Autre méthode en utilisant le TSSA, la série est alternée, il faut montrer que la suite (';H) est

décroissante et qu’elle tend vers 0
ke —kx

kl—l>r-Pook2 +1 -

Ensuite on pose

b(x) = 7

! 2
l — X —-kx __ X —kx _ 1—x _ X —kx
b(x)_(x2+1) ¢ kx2+1e \(x% +1)2 kx2+1 ¢

1= —kx(x*+1) _, —kx’—x*—kx+1
ST @z ¢ T T 2+ e

Au moins dés que x est un peu grand, donc la série numérique de terme général (— 1)"

e M <0

le reste vérifie
k 4+ 1)e~(k+Dx k+1
R (o) < K De < k+D
(k+1)2%2+1 (k+1)2+1

On a majoré le reste par une expression indépendante de x et qui tend vers 0 donc la convergence de la

[0, +oo[, la convergence est uniforme sur [0, +oo[

, . . L, k -k
série de fonctions de terme général x — (—1)* kez

. ke k
Les fonctions x = (—1)k =
donc la somme f est continue.

Il s’agit de trouver le sous-ensemble de R ou la série converge simplement. On pose

e—kx

k?+1

giix » (—1)k

10



e—kx

k2+1
Si x = 0 alors

Six < 0 alors — +oo lorsque k = +o0 il n’y a pas convergence.

e kx 1 1

< -
Kt -kt K

est le terme général d’une série de Riemann convergente, cela montre, la convergence normale, donc

(—D*

1
k2
uniforme et par conséquent la converge simple de la série de fonctions de terme général g,.
D' =R*
ke—kx
() = —(—1DF
gk = ~(-D* 5
On a vu dans la premiére question 1. que la série de fonctions de terme général x - (—1)*

ke~ kx
K241
convergeait uniformément sur [0, +oo[ donc la série de fonctions de terme général g, converge
uniformément sur [0, +ool.

Résumons

Les fonctions g, sont continues

La série de fonctions de terme général g, converge simplement sur [0, +oo[

La série de fonctions de terme général g, converge uniformément sur [0, +oo[

Donc la somme g est dérivable, il reste a montrer que la dérivée est continue

g = g
k=0

Les fonctions g, sont continues, la série de fonction de terme général g;, converge uniformément sur
[0, +oo[ donc la somme g’ est continue, par conséquent g est de classe C? sur [0, +ool.
Allez a : Exercice 10

Correction exercice 11.
1. Six=0,f(0) =L

n+1

. , , . 1 , . , . , .
Il s’agit d’une série alternée, la suite (ﬁ) tend vers 0 en décroissant donc la série numérique de terme

="
n+1

général
Six >0,

converge.

nze—nx

n?|f,(x)| = 31" 0

La série numérique de terme général f,,(x) converge absolument donc elle converge, autrement dit la
série de fonctions de terme général f,, converge simplement.
Conclusion : la série de fonctions de terme général f,, converge simplement sur [0, +oo].

2. x=>a

—-nx —na

) =— << — =
fulx _n+1_n+1_an
-na
n? -0

n+1
Avec les regles de Riemann avec a > 1, cela montre que la série numérique de terme général a,,

converge donc la série de fonction de terme général f;,, converge normalement sur [a, +oo].

e—TLX 1
sup |f,(x)] = su =
xe{o,Eoo[ fn) xE[O,E-)oo[n +1 n+1

1 1 . s . ) . L
Or —3 ~ o est le terme général d’une série de Riemann divergente avec @« = 1 < 1, donc la série de

fonctions de terme général f,, ne converge pas normalement sur [0, +oo.

11



—-nx 1

e
sup |f,(x)|= su =
x€]o, Eoo fu(x) xE]O,-I}?oo[n +1 n+1

Cela ne change rien si on ouvre I’intervalle.
3. Onva utiliser la majoration du reste du TSSA

-nx 1
IR, (O] < |fpr1 ()] = 1 < ——l
Donc
sup an(ao me) sup_ 1Ry ()] < 7 = 0
x€[0,+oof x€[0,+0o[

La série de fonctions de terme general fr converge uniformément sur [0, +oo|.
Allez a : Exercice 11

Correction exercice 12.

e On pose
() = ——
fnlx " n2 + sin(nx)
Pourn > 2
1 1
fn(x)gn2_1~ﬁ

1 . , L .
Or — est le terme général d’une série de Riemann convergente avec « = 2 > 1.Cela montre que la

série de fonctions de terme général f,, converge normalement sur R, donc elle converge
uniformément sur R. D’autre part les fonctions f,, sont continues donc f est continue.

e On pose
cos(nx)
gn(x) = oz
Pourn > 2
1
192001 < —

1 . R . .
Or — st le terme général d’une série de Riemann convergente avec @ = 2 > 1.Cela montre que la
série de fonctions de terme général g,, converge normalement sur R, donc elle converge
uniformément sur R. D’autre part les fonctions g, sont continues donc g est continue.

e On pose

hn () = 1(1:3 1

NP L. , . 1 L -
I s’agit d’une série alternée la suite (m) est décroissante et tend vers 0 car x > 0 donc la série
n

de fonctions de terme général h,, converge simplement vers 0. Grace aux TSSA nous allons montrer

la convergence uniforme de cette série sur [a, b] avec a > 0. Le reste vérifie
1

IR (x)l_( +1)x+1 n+1a+1
Donc
N
sup |h(x —Zh )N <———-0
xE[aI,)b] ) — n() n+1Da+1

Lorsque n —» +o
Cela montre que la série de fonction de terme général h,, converge uniformément sur [a, b].
En un point x > 0, on choisit a et b tels que a < x < b, la série de fonction de terme général h,,
converge uniformément sur [a, b] et les fonctions h,, sont continues donc h est continue en x et ceci
pour tout x > 0

12



Allez a : Exercice 12

Correction exercice 13.
1. 1l s’agit d’une série alternée, pour tout x > 0, |f,,(x)| = n—ix tend vers 0 en décroissant, d’apres le
TSSA, la série numérique de terme général f,,(x) converge, autrement dit la série de fonction de terme
général f,, converge simplement.

—_1\yn+1
2. filo) = -2

ey donc

1
Ifn (Ol < a7 <3
% est le terme général d’une série de Riemann convergente avec @ = 2 > 1 donc la série de fonctions
de terme général f,, converge normalement sur ]0, +oo[, donc uniformément sur ]0, +oo[, comme les
fonctions f,, sont dérivable, le théoréme de dérivation des série entraine que la somme est dérivable et
que
too C_l)n+1

(n+x)2
n=0

+00
F =) fit) =
n=0
Allez a : Exercice 13

Correction exercice 14.
1. Pour x < 0, e™™* ne tend pas vers 0 donc la série diverge.
Pour x > 0
D’apres les régles de Riemann avec a = 2 > 1

. —_na
lim n%e™* =0
n—-+oo

Entraine que la série numérique de terme général e ™“* converge, autrement dit la série de fonctions de
terme général f;, converge simplement, donc I’ensemble de définition de f est R**,
2. Nous allons montrer la convergence uniforme de la série de fonctions de terme général f,, sur [a, +o[
avec a > 0.
[fu(0)| < e
D’aprés les régles de Riemann avec ¢ = 2 > 1

. 4
lim n?e™ =90
n-—-+oo

Entraine que la série numérique de terme général e ™“@ converge, ce qui montre que la série de
fonctions de terme général f,, converge normalement sur [a, + o[, donc uniformément sur [a, +oo.
Pour un x > 0 on choisit a tel que 0 < a < x, il y a donc convergence uniforme sur [a, +oo] et les
fonctions f;, sont continues en x donc la somme f est continue en x donc sur ]0, +oo|.
3. La série de fonctions de terme général f,, converge uniformément sur [a, +oo| et
vn>1, lim f,(x) =1 et lim fy(x) =1
xX—+00 Xx—+00
Entraine que
lim f(x) =1
xX—+00
Allez a : Exercice 14

Correction exercice 15.
Convergence de ’intégrale

Donc I’intégrale est convergente en 0
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, |sin(x)
x 1

-0 si x> 4

Donc, d’apres les régles de Riemann avec a > 2 I’intégrale est absolument convergente donc
convergente.

Pour utiliser le théoréme d’interversion des symboles [ et 3 on va se placer sur un intervalle [, X] et on

pose
X s
1e.X) =f sln(x) dx
e
€

-1
Autre part
N 1— e(N+1)x
Z fn(x) = z e~ (DX gin(x) = e~ sin(x) z X = e7* sin(x)
n=0 =0
1— e(N+1)x 1 _ e(N+1)x
= sin(x)m = sin(x) W
Et

sin(x)

Vx € [E,X], an(x) = Nl_lgloozfn(x) = eX —1
n=0 n=0

Les fonctions f,, sont continues sur [€, X], il suffit que la série de terme général f,, converge
uniformément sur [, X].

(G| = e xjsinG)] < e~neDe
n+1
e~(+e — (e—le) est le terme général d’une série géométrique convergente car eie €|-1,1][.

Cela montre que la série de terme général f,, converge normalement sur [€, X] donc uniformément.

I(,X) = f :1xn(x) f (Z fn(x)) dx = N <fon(x)dx> = i <er_(”+1)x sin(x) dx)
€ =0 \J€ €

n=0

Il existe une primitive de f, de la forme
E,(x) = (4, cos(x) + B, sin(x))e~+Dx
Fa(x) = ((=(n + DA, + By) cos(x) + (A — (n + 1)B,) sin(x) Je ="+
-1
A, =—
(n+ DA, + By —0@{ 1+ (n+1)2
—(n+1B,=1 -n—1
B =

1+(n+1)2
X

sin(x)) e_(”“)x]

€

El(x) = e~ Dxsin(x) & {

m COS(X) +

X
f e~ (DX gin(x) dx = [(
€

-1 -1
= (m COS(X) + 1+(n—)5in(X)> e‘("“)X

—1 —n-1 : —(n+1)e
- ((m“’s@ Erscre, LLC) )

-n—1
1+ (n+1)2
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1(e,X) = z ((#{FDZCOS(X) + %sin@)) e~ (n+DX

—1 —n—1 : —(n+1)e
— ((mCOS(E) + msm(d) e (n+1) >>

+00

-1 -n-—1

— - X E— 1Y e -(n+1)Xx
Z)<1+(n+1)zcos( It T o )>e
n=

n=

+oo

1 n+1
- T —(n+1)e
+ Z) (1 T 2O T S‘n(6)> ¢
n=

Maintenant il faut faire tendre X vers I’infini dans
+00

—1 n—-1 —(n+1
;<1+(n+1)2C°S(X)+1+( +1)25”’(X)>e( *

Et € vers 0 dans
+00

1 n+1
- - T —(n+1)e
Z) (1 F(n+ 1)2 cos(e) + 77 (n+ 1)2 Sm(e)) ¢

n=

En faisant attention car il s’agit de somme infini
Pour la premiére limite, on se place sur [a, +o[, avec a > 0.

cos(X) + sm(X)) e~ (X | <

( 1 + n+1
1+4(n+1)2 1+(n+1)>2

|(_—1 n—l )e—(n+1)a
1+(n+1)? 1+(n+1)?
Avec les regles de Riemann
) ( 1 + n+1
1+(n+1)2 1+(n+1)2

cos(X) +

)e—(n+1)a >0

sm(X)) e~(+DX converge normalement sur

—-(n+1)X
Y 1)2 cos(X) + e +1)Zsm(X)) e

tendent les 0 lorsque X tend vers I’infini, d’aprés le théoréme de la double limite et
+00

-1 -n-—1
- S -(n+1)Xx
xll+oo Z <1 + (n+1)2 cos(X) + 1+ (n+1)2 Sm(X)) €

+00
-1 -n—1
= li <— X SEEE——0 ) —(n+1)X> =0
Z)(XATOO 1+(n+1)2“’5( )+1+(n+1)25”‘( ))e
n=

Pour la seconde cela se complique un peu, et on prend € € [O, ﬂ par exemple

Donc la série de terme général (

1+(n +1)2 1+( +1)2

[a, +oo[, donc uniformément sur [a, +oo[, les fonctions (

400

1 n+1
- - I — —(n+1)e
ZO (1 T 2O T Sm(e)) €
n=

+00 +o
1 n+1
= —t (g D LS z - G —-(n+1e
cos(e) ZO 14+ (n+1)2 ¢ 4 14+ (n+1)2 sin(e) e
n= n=

1 ( 1 1
e n+1)e -
1+ (n+1)2 1+(n+1)2 n?

Cette série est normalement convergente sur [ ] donc uniformément convergente, les fonctions « a

Pour la premiére série

I 1nter1eur » sont continue donc la somme est continue et
+00

z —(n+1)e — Z (1 —(n+1)e) z z
eao 1+(n+1)2 e—>01+(n+1)2 1+(n+1)2 1+n'?
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Par conséquent

400
1 1
; -(n+1)e | —
lel—r>% (Cos(f) Z) 1+ (n+1)2 ¢ ) . 1+n'2
n=

n'=1
Pour la somme suivante, on va chercher un maximum des fonctions g,,(x) = sin(x) e~(+Dx
gh(x) = cos(x) e~ DX — (n + 1) sin(x) e~ DX = cos(x) e~ ™*D¥(1 — (n + 1) tan(x))

Cette dérivée est positive avant x = arctan ( ) et négative apres pour des petites valeurs de x, elles

1
atteingnent leur maximum en x = arctan (ﬁ)
Donc

n+1 n+1 1
0<—— (+lde <~ ( t ( ))
1+(n+1)25m(6)e 1+ @+ 02\ T 5

n+1 . 1 —(n+1) arctan(—
=5 e e (arean (55 )¢ )
On pose n' = n + 1 pour simplifier

n+1

! arctan(
0< msm(d e~(he < > sin (arctan( )) -n’arctan(7)

1+
, 1 1
_ "' sin (l) n _’“’(W)) __" l+o(l> o1+ _ L
1+n n' 1+n2\n' n' n'2

La série de fonctions terme général

1+( +1)2 sin(e) e~™*1€ converge normalement sur [0 ] donc

uniformément sur [0, ﬂ ces fonctions sont continues donc la somme est continue et

+00 +00 +
n+1 n+1
: : —-(n+1)e | — : : -(n+1e — —
12-%( 1+ (n+1)? sin(e) e ) Zlel—rﬁl) 1+ (n+1)2 sin(e) e Z) 0=0
n= n= n=

Finalement

+00
) 1
Jim 1€ = )
e—0 n'=1

+00 sin(x)

Or I'intégrale [ ——"dx est convergente donc

_ +% sin(x)
dim, 100 = |5

L sm(x) . Z —

Donc

Allez a : Exercice 15
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Séries entieres

Exercice 1. Soit

P
Z a,z"
n=0
Une série entiére. On suppose qu’elle diverge pour z = 3 + 4i et qu’elle converge pour z = 5i. Quel est
son rayon de convergence ?
Allez a : Correction exercice 1

Exercice 2.  Déterminer le rayon de convergence des séries entieres suivantes :

= = = 2n)! - In(n
Z(—l)"(n+3)!z”; znnz"; %Z"; LZ"
n=0 n=0 n=0 (n!) n=1 ln(n + 1)
(o] 1 n2 [ee) (_1)7’1 n? o (-2)“ o]
z (1 + _) Zn. Z 14+ ZM. Z Z3n+1. Z(l + i)nzn
n ’ n ’ n+1 ’
n=1 n=1 n=0 n=0

Allez a : Correction exercice 2

Exercice 3.  Déterminer le rayon de convergence des séries entiéres suivantes :

= n(n+1) o2 1 t 1
EEDYCOR Sn-12'n ) = 2 1o h@) = IR
400 ] to +00 1
fa@) = Z ezt fo(@) = 271:2 +11 z"; fe(2) = z n,f? zn
n=0 n=0 n=0

400 _1 n +00 3 ' te
() = nzo%zz’”l: 0=, SO ) = ;n“zn, «eR

Allez a : Correction exercice 3

Exercice 4.
Soit Ya,z™ une série entiére de rayon de convergence R

Déterminer le rayon de convergence de la série entiére suivante :
+00

n=0
Allez a : Correction exercice 4

Exercice 5.

Soit f la fonction définie par :
+00

flx) = Z sin (%) x"

1. Déterminer le rayon de convergence R de cette série entiere.
2. Etudier la convergence en —R et en R.
Allez a : Correction exercice 5

Exercice 6.
Développer les fonctions suivantes en séries entieres de x :

L fix - a5



2. f:x - 14+x+x2
3. fix->In(x?+x+1)
Allez a : Correction exercice 6

Exercice 7.
Soit f définie sur |—1,1[ par
arcsin(x)
) = ——=5
i-x2

1. Justifier que f est développable en série entiére sur |—1,1][.
2. Montrer que f est solution de I’équation différentielle (1 — x?)y’ — xy = 1.
3. Déterminer le développement en série entiére de f sur |—1,1].

Allez a : Correction exercice 7

Exercice 8.
1. Déterminer f solution de 1’équation différentielle x2y"" + 4xy’ + (2 —x?)y—1=0
2. Reconnaitre f.

Allez & : Correction exercice 8

Exercice 9.
Soit 3+, a,x™ une série entiere dont le rayon de convergence est strictement positif. On note f sa somme
sur |-R, R].
1. Trouver des conditions nécessaires et suffisantes portant sur les coefficients a,, pour que f satisfasse
I’équation différentielle
xf"(x)+2f'(x) +xf(x)=0
2. On suppose ces conditions vérifiees. Déterminer les a,, lorsque a, = 1.
3. Quelle est la valeur de R ? Quelle est la fonction f obtenue ?
Allez a : Correction exercice 9

Exercice 10.
On considére la série complexe de somme

F@) =) ay"

neN
Ou les a,, sont définis par :

ap=1,a,=3, et VYn=2 a,=3a,-1— 20,
;. 7 - . 1
1. Montrer que le rayon de convergence de cette série est supérieur ou égal a "

2. MontrerqueVz € C, |z| <R
1
f@ =351
3. Endéduire la valeur de, R, ainsi que I’expression de a,, en fonction de n.
Allez a : Correction exercice 10

Exercice 11.

On définit la suite (a,) par ap = 1 et par la relation de récurrence
n

2ap41 = Z (;{l) Ak Qn-k

k=0
Et on pose b, = %



n! T ;. . oz
1. Montrer que |a,| < Pl déduire que le rayon de convergence de la série entiére de terme général

b,x™ n’est pas nul.
2. On appelle S(x) la somme de cette série, calculer S’(x) en fonction de S(x).
3. Endéduire S(x)
Allez a : Correction exercice 11

Exercice 12. Intégration
Montrer que :

dx =

~fln(x) < (1)t
2 2
o 1+x n=0(2n+1)

Allez a : Correction exercice 12

Corrections

Correction exercice 1.
La série entiére diverge pour z = 3 + 4i donc son rayon de converge R < |3 + 4i| = V32 +42=5
La série entiere converge pour z = 5i donc son rayon de converge R > |5i| = 5
DoncR =5

Allez a : Exercice 1

Correction exercice 2.
e a,=(C1D"(n+3)!
|an+1l _ (n+4)!

EARCE D
DoncR =0
Allez a : Exercice 2
e a,= nn
Vlanl = n > +oo
DoncR =0
Allez a : Exercice 2
_ Gt
nT ()2
2m+1D)!
lansil ((n + 1)!)2 B 2n+ 2)!'n!n! B 2n+2)2n+1)(2n)!n'n! B 2n+2)2n+1)
la,l  @n)! (+D!I+D!2n)! m+Dnln+Dn!@2n)!  m+1Dn+1)
(n1)?
-4
Donc R = i
Allez a : Exercice 2
_ In(n)
n 7 In(n+1)
In(n+ 1)
lanl  In(n+2)  (n(n+1))>
la,] In(m)  In(n)In(n+2)
In(n+ 1)

Il est presque évident que la limite est 1, on va quand méme faire un effort



1
In(n+1) =1In <n (1 + %)) =1In(n) +In (1 + %) =In(n)| 1+ ml(;# ~ In(n)

De méme

In(n + 2) ~ In(n)
Donc

|an]  (n(@m)?
la,l  In(m)In(n)

1-1

Donch%zl

Allez a : Exercice 2

¢ = (142

DoncR = i
Allez a : Exercice 2
("

n _1\n
— ) ,notonsquel+( L >0

n

° an=(1+

1

m™\" m\" -H" Do —o(-1)™+o(1
o = ((1 +(_i) ) ) _ <1+(—1) > _ (152 _ a(SGofd))-em o

n

Cette expression n’a pas de limite, on voit bien qu’il va falloir séparer les n pairs et les n impairs

+00 +0o0 +o00 400 +oo
Z apx™ = Z Appx?P + z App41X°PF = z azp (X*)P + xz Azpt1(x2)P
n=1 p=1 p=0 p=1 p=0
On pose
(-1)*P\ 1\
ap=a2p=<1+ 2 ) =<1+5>
(—1)2p+1 (2p+1)? 1 4p2+4p+1 1 1 \4P°+ep
o= (G )
Pp = dzpia ( * 2p+1> 2p + 1 2p + 1 2p + 1
Zp 1 4p2+4'p
:2p+1< _2p+1>

Cherchons les rayons de convergence de ces deux séries

4 1. /1
% _ (1 _|_2i) p _ e4p1n(1+%) _ e4p<ﬁ+0(ﬁ)> — p2+o(1) _; o2

p

, - -s S 1
Le rayon de convergence de la série entiere de terme général a, X? est = donc le rayon de convergence
, - .\ ;s 1
de la série entiére de terme général a,x*” est R; = -

1
(-5 ) -2 )
P = 2p+1 2p +1 B

2p +1 C2p+1

1

2p \p 1 \* 1 \*
“(r1) (1577) (-3
2p+1 2p+1
1
_ P




1 1 _
(1= L) lizie) Jo(-zprtol)) _ steo®) | 1
2p+1 e’

Donc %/, - eiz
Le rayon de convergence de la série entiere de terme général B,XP est e2, donc le rayon de convergence
de la série entiére de terme général a,,x*? est R, = e.
La série entiere de terme général a,,x™ est la somme de ces deux séries donc son rayon de convergence
est
1
R = min(Ry,R,) = 2

Allez a : Exercice 2

n oo
z D" ania _ Z (Zg)n
n+ 1
n=0 n=0
On va chercher le rayon de convergence de la série

=2)" n
n+1

n=0

(_2)n+1

lan+1l | n+2
|an| (_Z)n
n+1

Lo . - 1
La série entiere de terme géneral a,,X™ a pour rayon de convergence R = T= 1

n+1
= -
n+2

La série

[ee)

Zn+1 )"

n=
Converge pour |z3| <1 © |z| < 1 etdiverge pour |23| > 1 e |z| > 1
Son rayon de convergence est 1.
Allez a : Exercice 2
e a,=0+D"

lan | [(1+ D™ .
PR TCE T i R
Le rayon de convergence de la série entiére de terme général (1 + i)"z" estR = \/if
Allez a : Exercice 2
Correction exercice 3.
1. Soita, = (— 1
(n+1)(n+2)
T I S — +1
Ian+1| |( 1) 2 n2" n2n+1 n
— = -2

= = =2
|an| |(_1)—n(nz+1) (Tl _ 1)211 (Tl - 1)2n n—1

1
Donc le rayon de convergence est R = >
Allez a : Exercice 3



. nn+1)
2. Soita, =(—-1)"z (n—1)2"

(n+1)(n+2)
|(_1)———7———n2n+1

n2n+1 n

lan+4l _ _
(n—1)2" n—1

- n(n+1)
|an| |(_1)—7T—(n__1)2n

1
Donc le rayon de convergence est R = >
Allez a : Exercice 3

3. Soita, =—
1
|ap 1] _m+Dr 1 S
la,| 1 n+1
n!

Donc le rayon de convergence est R = +oo

+ oo
1
j— - n _ Z
fi@) =) —a=e
n=0
Allez a : Exercice 3
4. Soita, = e

-(n+1)?
|C|ln+|1| — e n 2 _ enz—(n+1)2 — e—2n—1 5 0
a, e
Donc le rayon de convergence est R = +co.
Ou
Vlazl=e™ -0
Allez a : Exercice 3
. n—1
5. Soita, = i1
_n_
lanil  (mn+D2+1 n(n? + 1) 1
TS U (R RS
ns +

Donc le rayon de convergence est R = 1.

Allez a : Exercice 3
In(n)

In(n+1) 1
lan+1l ?n?l- )2 In(n+1) n? In (n (1 + n)>

6. Soita, =

la,] ~ In(n) ~ In(n) % n+ 12 In(n) % (n + 1)2
2

n
_ In(n) + In (1 + %) n?

X 1
In(n) n+D?
Donc le rayon de convergence est R = % =1.
Allez a : Exercice 3
7.
+0o0 +00
Hoy =Y e =, N ED o N D
7 n+1 n+1 n+1
n=0 n=0 n=0
Avec x = z?
. _ ="
Soita, = —



(_1)n+2
|anenl |W

_n+1
[a,] |(=D*| n+2
n+1

- . L4 -n 1
Donc le rayon de convergence de la série entiére de terme général %X" estR = T

+oo (DT

Et le rayon de convergence de la série entiére Y75, — z?"estR'”> =R =1,donc R’ = 1.
Allez a : Exercice 3
. _ (3!
8. Soita, = 3
(B(n+1D)!
lanial  |((+D)°|  (B@+D): @D Gna3 @)t
[a ((i%); Gn)! " (m+1)’ G (a+ D)
_ (Bn+3)(Bn+2)(3n + 1)(3n)! o (n)3 _ Bn+3)Bn+2)Bn+1)
B (3n)! (n+1)3(nN3 (n+1)3
- 33 =27
Donc
R = 1
27

Allez a : Exercice 3
9. Soita, =n*

lan | (m+ 1D (n + 1)“ 1
lan| n n
Donc le rayon de convergence est R = %
Allez a : Exercice 3

Correction exercice 4.

+00 +00
n=0 n=0

Cette série entiére converge pour |X| < R et diverge pour |X| > R, autrement dit cette série converge

pour |z2| < R et diverge pour |z2| > R donc le rayon de convergence est VR.
Allez a : Exercice 4

Correction exercice 5.

1. Silx| <1
sin <i> xM < x™
\/ﬁ f—
Et la série de terme général x™ converge.
Silx|>1
sin (=) x| ~ = el = el o 4o
Vn Vn Vn

Le terme général de la série ne tend pas vers 0 donc la série diverge
1

Donc le rayon de convergence de la série entiére de terme général sin (\/ﬁ

)x" a pour rayon de
convergence R = 1.

2. Six=1



- - - . (1 1. . s . .
La série numérique de terme général sin (\/—ﬁ) ~ 7 qui est le terme général d’une suite de Riemann
diverge avec a = % < 1, la série diverge.
Six=-1
(=1)™sin ( ) est le terme général d’une série alternée, manifestement la suite (sm( L )) est

Vn Vn
décroissante car si on pose
1 1
(x) = sin (—) = sin (x"i)
/ Vi
Alors
1 _3 -1
fle)=—5x 2cos<x 2) <0

De plus elle tend vers 0, d’aprés le TSSA, la série de terme général (—1)" sin (\/_) est convergente.

Allez a : Exercice 5

Correction exercice 6.
Dans cet exercice on ne s’intéresse pas aux rayons de convergence (pourtant il y aurait a dire) donc les égalités

seront a I’intérieur du rayon de convergence que 1’on espérera non nul.

1.
1 1 1
1 _§+§_11+1§_1X1+11
(1-x)2+x) 1-x 2+x 31-x 21+%_3 1-x 6 1+%
15 15: xn_§:<1+1x1) .
~3 i3 2 —/,\376" )"
n=0 n=0 n=0
2.
1 _ 1 _a a
1+x+x2 (x—)NK—j2) x—j x—j2
[ 1 ] 1 1 1 i3
a= =—F= = = -
x_]zx_] j—J* _l+-£_ _1_.V3) 3 3
27172 2 72
i3 V3
1 _"3 .. 3 _ W3 1 +i\/§ 1 A3 1 +ij\/§ 1
1+x+x2 x—j x—j2 3 j(xj2—-1) 3 j2(xj—1) 3 xj2—1 3 xj—1
A3 1 V3 1 uzx/_z( l]\/_ (o)
T3 1-x2 3 1-x Ox]
n=

\/§ +00
= ?TLZ(:)(UZ(]Z)" —_ ijjn)xn — ?nz::o(i(jz)n-{-l _ ijn+1)xn

On peut arranger i(j2)"*1 — jjn+1

;2D 2(n+D)m 2n+ m
(G = = (G - =i (T e Fi(‘””““(%))

(2n+ D7
= 21 sin <T>

1 V3 . (2 +Dr\
T+x+x ?Z‘ < >x

3. f(x) =In(x? + x + 1) entraine que




f'(x) =% = 2n£(2x + 1)251 <M>x"

D’apres la question précédente, alors

Fa=2ms <z . <2(n + 1)n> o1+ S s (@) xn)

n=0
Dans la premiere sommeonposen' =n+1,n=0=n' =1,

f'x) = 211?(21 2 sin (21;’77) e Z; sin (M) xﬂ)

Puis on change n’ enn

f(x)—Zn—(ZZsm( )x +Zsm<w>xn>
-2 2 () z(m( ") om0 ) o)

n=
On en déduit que
n+1

=10+ 271?2 sin (23n> xF Zn_z <2 S0 (27;71) *sin <2(n ; 1)”>> n+1

Ona f(0) = 0 et on fait un changement de varlble n' = n+ 1, puis on rechange n’ par n

fx) = —Zn—x + Zn—z: < i <2(n _ 1)7r> + sin (ZnTn»xn_"

Allez a : Exercice 6

Correction exercice 7.

1.
1
X-01-X)2
Est une fonction qui admet un développement en série entiere sur | X| < 1, donc
1
X - N =(1—-x2)"2
Est une fonction qui admet un développement en série entiére sur |x?| < 1, donc sur |x| < 1
x — arcsin(x)
\/% qui admet un développement en séries entiéres sur |x| < 1 donc
arcsin admet un développement en séries entiéres sur |x| < 1, pour finir le produit de deux séries
admettant des développements en séries entieres sur |x| < 1 admet un développement en séries entiéres
sur |x| < 1.
Allez a : Exercice 7
2.

f(x) = arcsin(x) x (1 — xz)‘%
ffx)=01- xz)_% x (1-— xz)_% + arcsin(x) x (—%) (=2x)(1 — xz)_%

1 b 1
= + arcsin(x) = + f(x)

Par conséquent
(1 =x*)f"(x) = 1+ xf(x)

C’est bien ce que demandait de montrer 1’énoncé.

9



Allez a : Exercice 7

3. On pose
flx) = Z ax™ = f'(x) = 2 na,x™ ! = Z(n + Dayqx™
n=0 n=0

A=x)f' () —xf) =1 f'(x) - 2f (x) +xf(X) =1

(o]
=3 Z(n + Da, 1 x™ —x%2 ) nax™?! xz a,x" =1

n=0 n=0
oo (0] (00]
=3 Z(n + Da, 1 x™ — Z na,x™"tt — 2 a,x™l =1 (»)
n=0 n=0 n=0
Le but va étre un « x » dans chaque somme
Dans la seconde sommeonposen’ =n+1,n=0=>n"=1
[ee) oo
Z:nanx"+1 (n' —Da,_4
n=0 n'=1
Puis on remplace n’ par n
oo oo
Z na,x"t1 = z(n —1Da,_1x
n=0 n=1
Dans la troisieme sommeonposen’' =n+1,n=0=>n'=1
co oo
1A
Z anxn+1 — a,’ 1xn
n=0 n'=1
Puis on remplace n' par n
oo oo
n=0 n=1

On remplace tout cela dans (x)

Z(n + Day 1 x™ — Z(n — Day_1x™ — Z Ap_1x" =1
n=0 n=1

n=1
On réunit ces trois sommes a partir de n = 1, pour cela on va séparer le terme n = 0 de la premiere
somme des autres termes

a; + Z(n + Dayq1x™ — Z(n —Da,_1x™ — z ap_1x" =1
n=1 n=1

n=1
Donc

a, + Z((n +1Dapy —(n—1Da,_1 — an_l)x" =lea + Z((n +1Dayq — nan_l)x" =1

n=1
{Vn >1,(n+1Day —na,_; =0
a, =1
n=>1, (n+1ay —na,_, =0 n=2, na, — (n—1)a,_, =0 (*x%)
On va distinguer n pair et n impair
e n=2p

(xx) © 2pay, = 2p — Dazp-1)
Comme f(0) = 0 onaa, = 0, puis par une récurrence tres simple, a,,, est nul.
e n=2p+1
2p
2p +1 F2p-1
Comme on connait a; = 1, on peut en déduire a; = %azm_l = %al,etc...
10

() © (2p + Dagps1 = 2pAzp—1 © Azpir1 =



Il reste a trouver la « formule » donnant a,, ., pour toutp = 0

2p
Azp+1 = maZp—l

Sionremplace p parp — 1

_2(p-1)
Ayp-1 = W“zzo%
Puis par p — 2
Azp-3 = y%p—s
p—3
Jusquap = 2
o 2x2
5= X2l
Puisp=1
2x1

GBI

On n’a plus qu’a multiplier toutes ces €galités, les termes en « ayy,_g » s’€liminent
2Pp!
T2t = G+ D2p—1) .5x3
On peut améliorer ce résultat en multipliant en haut et en bas par
2p(2p — 2) .4 x 2 = 2Pp!

De facon a « boucher » les trous en bas pour reconstituer (2p + 1)!

2Pp! 2Pp! (2Pp!)?

Gt = oy D2p(2p — D(2p —2) .5 x4x3x2 2~ 2p + 1)

Il reste a écrire le développement en série entiere

+00 + 00 +co 400 +oo
2 2p+1 2p+1 (pr!)z 2p+1
flx) = Z Apx™ = Z azpx“P + z Azp+1X°PTh = 2 Appi1X°PTh = ) ————x?P*
2p + 1)!
n=0 p=0 p=0 p=0 p=0
Il faut quand méme Vérifier que cette égalité est valable sur tout ]—1,1[, pour cela il faut trouver le
. Pp1)2 o .
rayon de convergence de la série, reprendre %, c’est assez maladroit, il vaut mieux reprendre
I’égalité
a _2p a Ayp+1 2D 51
2p+1 2p + 1 2p—1 azp_l Zp - 1
Donc R = % = 1.

An+1

Ce n’est pas exactement mais pour une série lacunaire (qui a des trous, c’est-a-dire les a,,, ici) c’est

an
bien ainsi que cela marche.
Allez a : Exercice 7

Correction exercice 8.

1. On pose
)= apm
n=0
= f'(x) = z na,x""1 = Z(n + Dajy 1 x™
n=0 n=0
= f'(x) = Z nn—1a,x"? = Z(n + Dnayx™ 1 = Z(n +2)(n + 1)a,x"
n=0 n=0 n=0

Pour obtenir un x™ dans x?f"'(x) on va utiliser la premiéere expression de la dérivée seconde.

11



Pour obtenir un x™ dans xf'(x) on va utiliser la premiére expression de la dérivée.
Pour f(x) on n’a pas le choix

X2f"(x) +axf'(x) —2—=—x)f(x)—1=0 x2f"(x) + 4xf'(x) + 2f (x) —x%f(x) =1 =0

(o] 0.0 [ee]
& x? Z n(n—1Da,x" % + 4x z na,x™ 1+ 2 2 a,x™ — x? z apx"—1=0
n=0

[ee] [ee] [0e] [ee]
s Zn(n —Da,x™ + 42 na,x" + 22 apx™ — z a,x"t?—-1=0
n=0 n=0 n=0 n=0

Pour les trois premiéres sommes tout va bien on a des « x™ », pour la derniére, c’est plus compliqué, on
posen' =n+2,n=0=n"=2

Puis on remplace n' par n

On remplace

7”&)+kﬁiﬂ (Z—xﬂf@)—1=o

:}Zn(n—l)anx +4Znanx +22anx Zan 2x" =0

Pour réunir ces quatre sommes en une seule, il va faIIO|r partir de n=2, donc |soler les termesenn =0
et n = 1 dans les trois premiéres sommes

o] o o

z nn—1)a,x"=0x(—-1) X agx®+1x0 X a;x + 2 nn—1)a,x™ = z nn — 1)a,x"

n=0 n=2 n=2
oo oo oo
z na,x" =0xX apx® +1 X a;x + Z na,x"™ = a;x + Z na,x"
n=0 n=2 n=2
[o0) [ee]
Z a,x" =ag+a;x + 2 a,x"
n=0 n=2
On remplace

X270 +4xf'(x) — 2= x)f(x)-1=0

(0]

(:)Zn(n—l)anx”+4<a1x+2nan >+2<a0+a1x+2an > Zan 2x™ =0
n=2 n=2

n=2

= Z(n(n — Da, +4na, + 2a, — an_,)x" +4a.x + 2a9 + 2a;x —1 =0

n=2

= z:((n2 —n+4n+2)a, — ay_p)x" +6a,x +2a,—1=10

n=2

PN Z:((n2 +3n+2)a, — ay_p)x" + 6a,x +2ag—1=10

n=2
(:)Z((n—i— D+ 2)a, — ap_z)x™ + 6a;x +2a5 — 1 =0

n > 2,(n+1)(n+2)a,—a,—, =0 (%)
6a; =0
2a,—1=0

(=4

— e

12



On va distinguer deux cas, n pair et n impair
e n=2p+1
() e (2p+2)2p+ 3)a2p+1 = azp-1
Comme a; = 0 tous les a,, 4 sont nuls.
e n=2p
(*) & (Zp + 1)(2p + 2)ClZp = dz(p-1)
1
2p +2)(2p + 1) 2D

@a2p=

Puis on remplace p parp — 1

1
20-1) = 5, 00p — 1) 202

Puis par p — 2

1

o T 2 - Dp-3) Y

Jusquap =2

1

= gxs5%
Etenfinp=1
1 1

2= 3N T x3x2
On multiplie toutes ces lignes, les « a,—x) » se simplifient
_ 1
“r = 2p + 2)!
Il reste a ecrire le développement en série entiére

f@) = Z " Z Gz +Za2 T S Z“Zp" Z (2p vt

Il faut quand méme regarder ou cette egallte est valable
1 a, 1
ayp = a = P_— -0
T 2p+2)2p+1D) 2PV Tay, ) @p+2)2p+1)

Donc R = +oo.

7’1+1

Ce n’est pas exactement —~** mais pour une série lacunaire (qui a des trous, c’est-a-dire les a,,, ici) c’est

n

bien ainsi que cela marche.
Allez a : Exercice 8
2. Six#0

+00 +00 +
1 1 1 1 1
RO N WPV S PR ol W
— (2p + 2)! x% £ (2p + 2)! x% £ 2p!
p=0 p=0 p=1

En posant p’ = p + 1, puis en renommant p’ par p.
+o00

1 ch(x) —1
f()_xZZZp' —x? 1 | =

x2 Zp' x?
p=

Six=0

- 1 1 1
f(x)Z;(2p+2)!Ozp=§=§

Allez a : Exercice 8

13



Correction exercice 9.
1.

flx) = i anx™

n=0
(o]

= f'(x) = znan n-1 = i(n + a1 x™

n=0
[ee]

= f(x) = Z n(n—1a,x" 2% = Z(n + Dnayx™ 1t = Z(n +2)(n + 1)a,,x™
n=0 n=0 n=0

Pour obtenir un « x™ » dans f'(x) on va prendre la seconde expression

Pour obtenir un « x™ » dans xf”(x) on va utiliser la seconde expression

xf"(x) =x z(n + Dnayx™ 1 = Z(n + Dna, 4 x™

(0] [ee]
xf(x) =x 2 apx™ = Z a,x™t1

n=0 n=0
Onposen'=n+1,n=0=n"=1

xf(x) = A, 41X
n'=1
Puis on change n’ enn
oo
Xf() = ) @y a2
n=1

On remplace cela dans

xf"(x) + 2f (x) +xf(x) = 0

o)

= Z(n + Dna,1x™ + 2 E(n + Day1x™+ z Ap_1Xx" =0

=0 n=1
On va pouvoir regrouper ces trois sommes a partlr de n = 1, donc dans les deux premieres on va isoler
les termes pour n = 0.

o)

z(n + Dna,x"=1x0xax + Z(n + Dna,1x™ = z(n + Dna,1x™
= n=1

n=1

Z(n + Dapx" =1 %xax° + Z(n + a1 x™ =a;, + Z(n + Va1 x™

n=1 n=1

On remplace

xf"(x) + 2f' (X) +xf(x) =0
& Z(n + Dna,1x™ + 2a, + 2 Z(n + Day 1 x™ + Z Ap_1x" =0

= z((n + Dnapy + 2+ Dapyq + ap_1)x™ +2a, =0

n=1

o Z((n + D+ 2apy +ap_q)x" +2a;, =0
n=1
{Vn >1,(n+1)(n+2)ay +a,-1 =0
&
2a1 = 0

14



An—1
n+1(n+2)

- {Vn =>1,a,41 =—

2a1=0
ap—2
vn = 2, =——
@{n_ “n n(n+1)
2(11:0

On va distinguer le cas n pair et le cas n impair.
e Sin=2p+1,commea,; = 0tous les termes az,,; =0
e Sin=2p

An_»

S nn+1)

A2(p-1)

vn>2a, = _Qp-1)
n=40an = T 202p + 1)

S Vp=1a,,=

G = — A2(p-1)
27 2p(2p + 1)
Onchangepenp —1

a _ 2(p-2)
2D T 2p-2@2p - 1)
Enp—2
a _ 2(p-3)
20D " (2p - 4)(2p - 3)
p=2
az
="y xs
p=1
_ ap 1
2= T %3” "2x3
On multiplie ces p lignes, les a,—x) s’éliminent
(=1)P
“ = 2p+ 1)

Il reste a écrire le développement en série entiere

+00 + oo +0o

(=P
(x) = E apx™ E azpx?P + E Ayp X 2PH = E ay,x?P = E —————x?P
! s " P 2 o p=0(2p+1)!

p:
Allez a : Exercice 9
2.
|a2p-1)] |azy| 1
a = (=14 = -
22| 2p2p+1)  |azp-n| 2p2p+1D)
Donc le rayon de convergence est R = +oo.

Six#0
N DR, I DR, sin()
IO 2 T T
Six =0,
< (-D)P (-1)°
f(0) = L (2p + D! 2p=(2><0+1)!=

Allez a : Exercice 9

Correction exercice 10.
1. Montrons par récurrence que |a,| < 4™
L’inégalité est vraie pour n = 0 et n = 1, supposons la vraie pour a,,_, et a,_, alors

15



la,| = 13a,-1 — 2a5,_5| < 3lap_q| +2]|a,_5| <3 Xx4" 1 +2x4"2 =4""2(3x 4+ 2)
=472 x 14 <42 x 16 = 4"
On pose b,, = 4™

n+1
bnyr _ 4

b, 4"
, . -s ;7 1
Donc le rayon de converge de la série entiére de terme général b,,z" est - comme |a,| < b, le rayon de

=4-4

, . . ;s o ) L1
converge de la série entiére de terme général a,,z™ est supérieur ou égal a "

+ oo + oo
flz) = Z apz" =ay+az+ Z a,z"=1+3z+ Z(San_l —2a,_5)z" =
neN n=2 n=2
+ o0 + o0
=1+3z+3 z Ap_1z" =2 z An_oz"
n=2 n=2

Dans la premiere somme onposen’ =n—1,n =2 = n' = 1, dans la deuxieme on pose n"’ =n — 2,
n=2>=>n"=0

+00 +00
f(z)=1+3z+3 Z ayz® =2 Z anz" *2
=}

n'’ =0
Puis on change n’ etn' enn

+00 +00 +0oo +o
f(z)=1+4+3z+ 32:%2”+1 —ZZ:anZ"+2 =1 +3z+322 anzn—ZZZZanZ"
n=1 n=1 n=1 n=0
+00 +
= 1+3z+3z(2an2"—a0)—ZZZZanz” =
n=0 n=0

=1+3z+3z(f(z) — 1) —22%f(2) = 1+ 3zf(2) — 2z°f (2)
D’ou I’on déduit que
f(2) = 3zf(2) + 22°f(2) = 1
Ce qui équivaut a
f(z2)(1—3z+2z%) =1

Ou encore
1
f@) =371
£(2) 1 1 1 N -1 -1 N 2
Z) = = = =
2z2—-3z+1 1 z—1 1 1-2z 1-2z
2(2—1)(2—7) z—5
+00 +00
=—Zz"+222nzn
n=0 n=0
Onposea, =1
a
ntl_ 1,1
an

Donc le rayon de convergence de la série de terme général z™ est R; = % =1
On pose B, = 2"
2n+1
P 2 _
Bn 2n

7 - ;7 1
Donc le rayon de convergence de la série de terme général z™ est R, = >

16



400 +o0 400

f2) = —Zz“ + zz 2ng" = Z(_l + gnHlyn

n=0 n=0 n=0
On en déduit que le rayon de convergence de la série entiére de terme général (—1 + 2™*1)z™ est
1

R = min(Ry,R,) = 2

Allez a : Exercice 10

Correction exercice 11.

1. |a,| < 2% est vraie pour n = 0, supposons que 1’inégalité est vraie pour tout k' € {0,1, ...,n}, alors
n n n n n
B n n k!(n—k)!_ n! k!(n—k)!_ n! nl
2an+1 = Z () wetnic < Z (k)z_k -k Lk (n—k)12k 2nk  Lion z_nz 1
k=0 k=0 k=0 k=0 k=0

n! (n+ 1)!
= Z_n (n + 1) = T
Puis on divise par 2

(n+1)!
i1 < on+1

Ce qui acheve la récurrence.

(n+1)!
b |=|an|<W=n+1
n n!l = n! 2n+1
On pose
n+1
an ='§z:r
n+2

Apnyr n¥z n+2 1 1
= = X=—- =
a, n+l n4+1"2 2
2n+1
Donc le rayon de convergence de la série entiere de terme général a,,x™ est 2, comme |b,| < a,, le

rayon de convergence de la série entiére de terme géneral b, x™ est supérieur ou egal a 2.

+0o0 +00
S(x) = Z b,x™ = by + 2 b,x"
n=0 n=1

Onposen' =n—1danslasomme,n=1=n"=0
+00

S(x) = by + Z by x™

Puis on change n' en n
+00

S(x) = bO + Z bn+1xn+1
n=0

Cette petite manipulation permet de faire apparaitre b, ,; = a’;;l Ce qui est suggéré par 1’énoncé

puisque I’on a a, 41 en fonction d’autres « a;r »

+00 +00 n
_ @ (n+1 n+1 _ z 1 1 z n n+1
SG) =7, +Z(n+1)!x =Mt 2 \mrDiz (i) xan-rex
n=0 n=0 k=0

Allons-y maintenant on peut dériver, on aurait pu le faire avant mais la, on est bien

17



n )
1 N 1 N n n—k..k 1 NIAN 1 n—k..k
2 n! Z(k)aka"_kx x :Ez Zk! (n—k)!akan_kx x
n=0 k=0 n=0 \k=0
1w v agx® a,_ x"k\ 1 — [ % . ok
~2 kKL (n—k)! Ez Eb"x bn—ix
n=0 k=0 n=0 \ k=0

:%< box™ )(Zb x ) —(S(x))2

Car ces séries convergent absolument a I’intérieur du cercle de convergence.

3. Celadonne
S'(x) 1 1 1

=—>—-———==x+K, KER
(S(x))z 2 S(x) 2
Soit
1
S(x)z—1
§x+K
Or

S(O)—be by, = O|=1

Ce qui entraine que K = —1 et finalement
-1 1
S(x) = 1 =

Ex -1

Allez a : Exercice 11

Correction exercice 12.
Il faut faire attention au fait que I’intégrale est une intégrale généralisée en 0, avec les régles de

Riemannen 0 avec o = % <1
In(x)

ﬁ
1+ x2

Vx

Montre que I’intégrale est convergente

D’autre part

+00 +00
1
vae (01— = Z(—xZ)n - Z(—l)nxzn
n=0 n=0

Pour pouvoir appliquer la formule qui permet d’invertir les symboles | et ¥ il faut se placer sur un
intervalle borné ou la fonction est continue et ou on peut appliquer la formule ci-dessus, on pose

e X to x [I®
I(e,X) = f 1lnf;)2 dx = f (ln(x) Z(—l)"x2"> dx = f (Z (1) x?n ln(x)> dx
€ € n=0 € \n=0

C’est faisable mais pas simple du tout, alors on va faire autrement en faisant une intégration par partie

de
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1 In(x)
fe 11;2 dx
= t

u'(x) = 1+x2 u(x) = arctan(x)
v(x) = In(x) v'(x) = i

1 1 1 arctan(x)

] 1n-:x) dx = [In(x) arctan(x)]§ — Je L ax
€

1] Larct
f n(x) >dx = [In(x) arctan(x)]?! f mdx
€ 1 + €
On vérifie que ces trois termes sont bien convergents.
[In(x) arctan(x)]! = In(1) arctan(1) — In(¢) arctan(e) = —In(e) arctan(e) ~ —eIn(e) -» 0

On en déduit que

X

X

1 1

In(x arctan(x

[ @) oo [ ()
o 1+x 0 X

Le développement en série entiére de arctan(x) est

400
(_l)nx2n+1
vVx € |-1,1{, t = z—
x €] [ arctan(x) o

n=0
On a un probléme en x = 1, la série est alternée, Py tend vers 0 en étant decroissante donc la série de

)

terme general ol — converge on a donc

+0o0
—1 nx2n+1
vx € |-1,1], arctan(x) = L

2n+1
n=0
Et
+ oo
arctan(x) (=1)"x?n
v €e]-11],—== ) ————
x €]-11], X 2n+1
n=0
n 2n
Il faut montrer la convergence uniforme de la série de fonction de terme général L sur [0,1]. 1
s’agit d’une série alternée, on va utiliser la majoration du reste du TSSA
2(n+1) 1
vx € [0,1], R < 0
x €01, IRl <o <573~
—1)y2n
Cela montre la convergence uniforme de la série de fonctions de terme general L sur [0,1].

Jl In(x) i =j arctan(x) i =j (—1)“x2” e = (—1)”] gy
o 1+x? 0 X 0 2n+1 2n+1),
=0 n=0

Yoo ( 1)n 2n+1 ( 1)n
2n+1[2n+1l Z(2n+1)2

n=0

Allez a : Exercice 12
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